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SUR 

UN NOUVEAU MODE D'EXPOSITION DES 
PRINCIPES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL ; 

suivi 

De quelques réflexions relatives aux divers points de 
vue sous lesquels cette branche d^analise a été' envisagée 
Jusqu'ici , et , en général , à T application des systèûies 
métaphysiques aux sciences exactes. 
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Par Mt Servois , professeur aux écoles d'artillerie* 
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Et se trouve à PARIS , chez la dame Veuve Courcier , Imprimeur^ 
Libraire pour le3 Mathématiques y quai des Augustins,^ n/^ 57^ 
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ESSAI 



SSmt! un nous^eau mode d exposition ' des • principes 

du calcul différentiel', (*) 



A mesure que ( Tanalise } s'étend et s'enrichit de 
Il nouvelles méthodes , elle devient plus compliquée) 
tf et Ton ne peut la simplifier qu'en généralisant 
n et en réduisant , tout k la fois | les méthodes qjii 
n peuvent être susceptibles de ces avantages, n 
( Mécanique analitique y page 338. y 



^ffr J £ commence par fixer quelques notations et par donner quelques 
définitions. 

J'exprime 

Par îz^ fz , Fz ^ ^z,.,... cfes fonctions quelconques de la quaii- 
cLlé quelconque z : ja les appelle Fonctions monômes simples* 

Par ffz , f/Fz , des fonctions de fonctions de z : ce sont 

de^ Fondions monômes composées» 



^mum^mÊm^t^m^miàtm 



{*) Ce qu'on va lire est , en substance » extrait dé deux mémoires , sur le df^ 
^leloppement des fonctions en séries , par la méthode différenlielle , présentés k la 
première classe de l'institut» le i.*^', vers là fin de i8o5, le ai.™«, en 1809, el' 
qui ont reçu l'approbation de la classe , sur un rapport* de MM^- Legendre etr 
Biacroix ^ en date du S d'octobre 18 la.- 



• <4Ï 

Par f r , Pz , Pz f...^z y la fonction marquée par^ f , prise 

successivement ifois , 2 fols , Sfois /ifois , de la quantité z : ce 

sont des Fondions monômes du 1" , du 2.*, du 3/, ••••1/1/ /i.°** 
ordre : n est Vexposant de Tordre de la fonction. 

Par f" 'z , f" 'z , f"""z , des fonctions de z dont la définition 

complète est donnée par l'équation générale 

rf-«z=f-"P'z=z : . . (i) 

ce sont des Fonctions inverses ou à'Ordre négatif. 

Si la quantité sous le signe fonctionnaire , c'est-à-dire , le sujet 
de la Jonction y est polynôme , on le met entre parenthèses. Ainsi , 
f(tf+z) désigne la fonction f du binôme u-(-z. Lorsque le sujet 
de la fonction est regardé comme complexe , on emploie , avec les 
parenthèses , des virgules interposées entre les su/ets partiels. Ainsi 
f[j7 , {i+y) 9 Zy...'] exprime la fonction f des quantités x , h+y,z^ ... 

Si fz=:z ; c'est-à-dire , si le sujet n'est pris qu'une fois , la 
fonction f est le facteur i. SI fz=^z , ou si Me sujet est pris a 
fois , la fonction f est le facteur a. 

£n supposant que le sujet z soit complexe , par exemple ^ 
zz=^(x , y ^ ), X ^ y y étant des quantités variables , ar- 
bitraires ou indépendantes qui reçoivent respectivement les accrois* 
semens Invariables ou constans quelconques «, 1^ ,••*•. ^ si on a 

fz=<j:+«,y+i8,.-.) ; 

la fonction f est ce qu'on appelle Vétai carié de z. .Te propose ; 
avec Arbogast ( Calculs des dérivations , n.° 44^ ) ^^ désigner cette 
fonction particulière par la lettre £ ; et j'adopte lei définitions 
suivantes 

E z=9{x+m , y^n , ) , 



\ 



i fz=E^-^r, la fonetioit f est ce qu'on appelle la différence 
de z, à laquelle est consacrée p depuis^ long- temps ^ la lettre ù^ 
Ainsi ^ on a les définitions 

On conclut de 1& ^ sur-le-champ ^ cette autre expression de Tëtat 
tarie 

Ez=z+Az r (4) 

Quand le sujet z est complexe ^ on a souvent besoin d'exprimer 
que la fonction f n'est prise que par rapport à un seul sujet pariieL 
Si donc Ton veut exprimer que la fonction £ n'est prise que par 

rapport à ^ y on écrira — z^ si la fonction ne doit atteindre que y ^ 

f . . . f f 

CD écrira -— z . et ainsi de suite. ~z • — z ^. • • • sont donc lesfonc^ 
y x^ y 

tions f partielles de z. Ainsi , a étant un. facteur y on aura la défi^ 
mtbn suivante da facteur a partiel 

De même ^ d'après* (2) , (3) , on aura les- définitions^ suivantes' dei^ 
états variés partiels et des^ différences partielles^ 

— z=*(jr4-/i«,r,^...) î — ^=K^,y+/ïi»^....)î ï 

Xi y ■ 

A" V' 

fi^ic est toujours égal à. z;. car y> l'expression» elle-même' indique 






( « ) 

qu'on tie prend pas la fonction f de z^ et par conséquent qu*£ 
cet égard z ne subit aucune modification. Ainsi 

z=j^z=E^z=A°z= — z= — z= (5) 

Toute fonction Inverse admet un complément arhitrmre j lorsque 
la fonction directe du i/' ordre a la propriété d'annuler dans son 
sujet certains termes , ou d'y rendre égaux à l'unité certains facteurs» 
Ainsi f par exemple, la différence A annulant y entre autres, les termes 
constans ^ la fonction Inverse A^'z prend , à cet égard , pour com- 
plément additionnet j la constante arbitraire Am 

On a coutume de désigner par Xz ^ %^z j,...^^z^ des fonctIon« 
de z qu on appelle intégrales , et dont la définition est dans l'équation 

A"2"z=2"A"z=z î 
M, comme on n aussi (i) 

A"A-"z=A"^"A''z=z ; 



tl s'ensuit que 

< 

S^zstA-^^z . (7) 

Par la même raîson , L étant la notation du logarithme naturel f 
et e celle de la base du système , on aura ^ 

Donc aussi 

e^=lr'z î i?«^=?L-*z j...,- (8) 

On trouvera de même 

SIn."'z=Arc.(SIn,=:z) } Tang,-'z=Arc,(Tang,=sz) ;^.. (9) 

£M on tt 



* 



f 



t7) 

x:fe Sîn.Sîn.'* *z=Sîn«Arc,(SÎD.=r) 
=Tang.Tang.-'z=Tang,Arc.(Tang.=z) ; 

Pour prëyenir toute mëprlse , le produit de (x par fy sera repré- 
senté par foF ./y. L'expression Sx/y signifierait la fonction f dii 
produit de x par fy. La puissance n de (x sera indiquée par (ix)\ 
L'expression £z" désignant la' fonction f de la puissance n de x. 

^. Soil ' ' 

2?z=fz+yi+^z-4- f (ïo) 

c^est*^-dlre , supposons que la fonction F de z est telle que \ pour 
la former ^ U faut , ji la fonction f de z , ajouter ( algébriquement ) 
une seconde fsnctlon / de la même lettre j puis une troisième marquée 
par ^ j et ainsi de suite. La fonction F est alors de la classe des 
fondions polynômes. On peut indiquer cette signification de là 
fonction F par une notation très-eipressive , qui a le grand aranta^ 
de permettre de traiter les fonctions polynômes comme des fonctions 
monômes , sans perdre de vue de quelle manière elles ^nt coni* 
posées. On écrit pour cela 

Fz=(f+/+H-;...>î 

Il en résulte qu*on a aussi 

SI F'' est une autre fonction polynôiae de z , donnée par Nqaatlo» 

on pourra aussi exprimer qu'on prend la fonction F^ de Fz t ^Q 

écrivant 

. ■ ■ 

F/Fz=(P+/-+-^+..0(f+/4-f4-M)«î . (»a); 
et ainsi de suite. 



(8) 

Rîen n^empécb& qu'une , plusieurs ou toutes les fonctions mo^ 
nômes composantes ne soient des yÎ7^:/^l/rJ• Dans le dernier cas > 
après en av.oir averti , on Saura.» sans équivoque (ii)> (ï^), que 
Fz> F'Tz ,.... sont les produits de z multiplié par le polynôme 

f+/+^+...., ou par le produit CP+/+f^+....Xf+/+*+...0- 
3» Soit 

Les fonctions qui , comme ^ , sont telles que la fonction de la 
somme ( algébrique ) d'un nombre quelconque de quantités est égale 
à la somme des fonctions pareilles^ de chacune de ces quantités |^ 
feront appelées distributii^es^ ' r 

Ainsi ^ parce que 

It fgcteur a ^ l'état varié £yi.«v sont des fonctions distributivcs j^ 
maia I. /Comme on n'a pas 

le& sinus y, les logarithmes naturels, •«.... ne sont point des fonctions 
dlstrlbutives.. 
4- Soit 

îfz=/î^. 04) 

Les. fonctions, qui „ comme f tt f , sont telles qu'elles, donnent 
des résultats identiques , quel que soit l'ordre dans leq^uel oa les» 
appl4(][ue au. sujet » seront appelées, commUtatiy es. .entre, elles^ 
Ainsi y parce qu'on a 

àbz=iaz. ; tfEz=E^z. ;••••. 

les facteurs constans a^ h\ le facteur constant ir et l'état varl^' E^ 
sont des fonctions commutativcs. entre elles ;: mais comme ^ a étant 
tûujpursv constant et ai variable ,, oa n'a pas 



(9) 

y s^eiiSQit que le sinus âîrec le facteur €ôo;ilant » r^tat 'varï^ otkja 
difTéreuce avec le facteur varïaLle , ^ « . . , n^appartiennent point à la 
classe des fonctions commutatives entre «lies. 

5. On recueille de ces simples notions plusieurs tliëorëmeslm portails. 

Si deux fonctions simples ç , i)/ ^ont Jistributiyes , la fonction 
monôme composée sera aussi distributiye ; car puisque , par hypothèse 

on aura évidemment . . 

Il suit de là immédiatement que les difFérens ordres d'une fonction 
distributive sont aussi des fonctions distributives. 

6 Si les fonctions monômes f^J^^ 9,..».. composantes de la 
fonction polynôme F sont distributives , la fonction polynôme F 
aura aussi la même propriété ;.car^ d'après la définition (lo) on aura 

mais , parce que f , y*, f , sont distributives p cette équation deviendra 

On dira la même chose (n.^ 5 ) des différens ordres F" de la même 
fonction. 

7. Si les fonctions f y /, 9 ^•••^ sont commutatives isntre elles 
deux à deux ^ de manière qu'on ait . . . ^ 

et si ensuite y ayant pris un certain nombre n de ces fonctions | 
on en forme toutes les fonctions monômes composées que peut 
. fournir la permutation entre eux des n signes fonctionnaires ^ toutes 
les fontions monômes composées résultantes seront équivalentes. 

Ainsi, par exemple , si Ton prend les trois premières f ij^; ff 
on aura 



( lO ) 

' ftya!t le d^nonfrer giinëraleinent , consld^roas la Ibnetîon? moD(knii 

T • • • • It T JP • • • • jC- 

* 

on pourra , sans en changer la valeur , permuter eiHre elles deux 

lettres. foDctioDoaires consécutives quelconques ^ > ^> par eopemple^ 
Car , soit 

JC • • • • • «z^»* ^ 

on aura 

f^F z=9H j 

er ,. par hyppthèse , 

donc- 

Ç^^F j8:=^fF.....r r 

et , en prenant > de part et d'autre , la fonction composiîèv. 
• /. fHF. .....z-f {4^F.....^ . 

fi suFt de là que chaque lettre fonctionnaire peut être amende & 
quelle place on veut de la combinaison première , et partant qa'o» 
peut faire subir aux lettres fonctionnaires* toutes les permutatione» 
possibles / sans altérer la valeur de là fonction composée. 

On conclut évidemment de. ce théorème qjie si, avec les lettres 
fonctionnaires commutatives entre elles deux à deux f, /^y*f.« — 
•n forme , à. volonté , de nouvelles fonctions , composées de deux ^. 
de trois....... lettres, telles que f/z, ^^Fz ,..•...., toutes celles-ol 

seront aussi commutatives entre elles et avec la première*. 

■ 

8. Si f et y* sont commutatives entre elles y elles le seront avec- 
leurs inverses qui seront aussi commutatives. entre elles , c'est^à^ 
dire^ que , si Ton a 

t;rz=/fz „ (i5> 

• • • j 

ou aura* aussi' 
C^7'z=/-»fxî ^•"^=f-«;fk; r'/-';8=/->f-'^: .(.16), 

J[jL effiet ,, oit «.- (i): 



(Il) 

or, (iS) 

Jif^z-ffî'^z } 

donc 

c(l^ en prenant de part et d'antre la fonction f"' , 

Cest le premier des tbèorèmes (16), et le deuxième se dëmontteraît 
da la même manière. Quant au troisième on a (1) 

et ,. d'après le premier àes théorèmes (16) ^ 

laquelle devient le troisième théorème (16), en y changeant fz enr; 

9« Des théorèmes ( n.^* 7 , 8 ) on conclut ^ san^ discussion , le* 
formules qui suivent» 

Quand i ^ f ^ ^ »!• - • • ^^^nt commutatives entre elles, k ^m^n ,.^^^ 
sont des nombres entiers positifs , on a 

P/Tz=/^P'z ; (17) 

puis y en désignant t^z par fz , 

^«z=fyz=/«f«z i (18) 

enfin , en désignant CJ'^z par 'f'z ^ 

1^*z=f*y*«z=/^i*»z . (19) 

10. SI les fonctions monômes d'une fonction polynôme sont \ b 
fois distrihutives et commutatives entre elles ^ tous les ordres de 
la fonction polynôme seront des fonctions distrihutives ( on le sal( 
déjà d'après le n.^ 6 ) et eommutatives , non seulement avec les 
différas ordres des composantes , mais aussi avec tous les ordres des 
fonctions distrihutives qui sont commutatives avec ces dernières*. 

Soit 



-^/ 



• ta 

• . -• 



(m) 

Fz± fz+/i-#- ; 

€l supposons que les dlstrîbatîres.f , y ,.••. soient commutatives tant 

entre elles qu'avec une distributlve qui^lconque f. On aura (n.* 6) 

fFz=f'z+f/2+.,...=f»z+yrz+ =Ffz . 

On trouvera de même 

JYz — Yfz ,.•.., ^Fz=F^z • 

Ajoutant à cela la coBsidératîoil fournie par la formule (17) , la 
proposition se trouvera complètement démontrée. 

II. Si les fonctions liionômes de deux foiH:tions polynômes sont 
distributives et cOmmut^tlves antre, elles 9 Jeô jd^vix fonotipns pplyr 
oômes seront distributives ( n*^,6 ) et commutatives entre elles. 

Soient , en cfTet , 

Fz=fz4-/i:+ \ Wz-l'z-\-fz-\- ; 

on aura évidemment 



FF'z = f(^z+{fz+ .... +Jï^z+Jjrz+ . 



• • • 



(20) 



F^Fz = f^fz+f/z+ • . . . +/fz4-^z+ . • . . 

or f d'après l'hypothèse , ces deux développemens sont composés 
de termes identiques deux à deux ; on a donc 

FF^z=:r^Fz . 
Si Ton fait ensuite 

F^^z=t^U+f^z+ , 

en supposant F'' y^^ ,•... distributives et commutatives entre elles 
et avec f, y, ..•., f^ ,y^. ..-.; F^^ sera commutative avec F, F^j 
et par conséquent on aura ( n.® 7 ) 

r 

FF^F^/z=FF/^F^z=F/FF/^z=:F^F^^Fz=F//FF/z=F/T/Fz ; 

€t ainsi du reste. 

■^ 12. Le développement des fonctions monômes composées ^ telles 



(13) 

queTF^z, FF^^^z ;:.... (n.^ ix ) donl les fonctions lîmples sont 
àes fonctions polynômes , lorsque d'ailleurs les fonctions monômes 
qui composent ces dernières sont distributiyes et commutatives entre 

elles , ne présente aucune difficulté* On a y dans les équations (20) , 
le type de celui de FF^z ; on passe , par le môme procédé , de 
celui-ci • à* çehrî de FF^F^^z , et ainsi de suite- ; on sait donc dé-* 
rclopper les fonctions comprises dans la formule 

FF^-..z=(f+/+,...Xf'+/4-....)----'^ ' (21) 

Le développement général d'un ordre quelconque F^z d*un^ fonction 
polynôme Fz> aux fonctions :monômes distributlves. et commutatives, 
ressortit à la théorie générale du développemeni de^ fonctions en 
séries , dont nous allons exposer les principes. 

i3« Je suppose qu'on ait respectivement 

lorsque Vx=Ot f^xs^o, f's^s^o ,-^"x^o ,...,; 
- J'écris la mite . iodéfînie. d'éqp^tipQ» 

F «=F »-\-V x.f X , 
f x=>iW yî+f' X , T" X y 
l£ffx=V"y+P"x.¥^f'x , 



(23> 



•'«■••••••••'• • •' 



ifquarion^ que je rends identiques , e» supposant ,; 

Fa:— F#' F'x— F'S- F"ir— F'V 

F/^= ZUI . ,. W^x:^ tit-^ ,. F^//a;= X- , . ... . (34^ '• 

î ■ 

Je prends la 'somme des produits respectifs des^ équations^ (^3) 
par I , ^x y px.^x , ^xA^x.^'x , — .«^.y* et j'obtiens^ ,. en* réduisant,, 

Jx—Ym^px . F^i8+ f^ - ^^ • F^V+^^ • ^^ . 1/^^ • F//^^-h. . . - (^5) 
Les éq|uationsi {2^^ donaent. ensuite* ^ sup-le-'cliamp^ 



(H) 

^'^^ -hr » ^'^== -^ » ^'*= ^ »••••' 

FV^F/i F^^ IWV 

F/// fc= 1 Fw. -- ^ F///r =• ^ . . -. 



Or /de celles-ci (^2^) on tire facilement les coefficlens F^/i , F^V» 

F""^/^^ de Tëquatlon (25) , exprimés par les seales fonctions 

F 9 f, ^y^\.^.. des constantes «> ^f r» Ona^ enaffet» 

(F)8— F*) 



_,. (Fy— F-) (F/S-T.) 

F/// _ (F^— F^) (Fy— F^) (F/i-Fii)(^>-^y) 



(^7) 



Voi'à la série (25) , de forme très-générale , établie analitiquc- 
ment , par un procédé fort naturel et qui a Tapparence de la plus 
grand^ simplicité ; de sorte qu II semble qu'il n'y ait plus qu'à 
descendre de là aux di/Térens cas particuliers. Mais on a iblentôt 
remarqué que ce procédé présente aussi dé graves inconréniens^ 
Le premier est de conduire péniblement , même dans les- cas \^ 
plus simples y à 1^ loi qui règne entre les coeificlens F^/i , F^^y >••••; 
1er deuxième , et tl est majeur , est de ne rien donner dans le cas peut<« 
être le plus utile , celui de Tégallté, en tout ou en partie , entre les cons- 
tantes m , fi ,.é0.; car , alors les coefBeîens prennent^ tous ou partie , la 
forme indéterminée ^« C'est ce qui a lieu , en partlcqUer , quand toutes 
les fonctions fx , ^(x , • .. sont égales , et par conséquent lorsqu'il s'agit 
de développer Fjt suivant les puissances d'une autre fonction çx^ ou bien 
^incore, quand Ips fonctions ^^^ ^;r|.,..^ étant diifécentes ie3 uxifi% 



<*5) 

àe$ autres ^ sont toutes de la forme s^^x. Cependant , aprls un 
examen rëflëchi , on reconnaît que ces inconvéniens ne sont pas insur* 
montables , et qu'ils disparaissent quand on modifie un peu le procédé f 
et , en particulier! y quand on n'attaque pas d'abord le problème 
général. Voici ce que j'ai trouvé de plus simple à cet égard. 

i4* Dans F(jr-4rf) je considère y seule comme variable , ayant 
m pour accroissement arbitraire et constant* J'écris l'équation identique 



F(^)=F.4yP-£d2!zL-| , 



1<qu«lle, en, faisant 

J =/y » (a8) 

devient 

F(^-h')=F*-Hr^; (29) 

Je prends les différences successives de Téquatlon (29) , par rapport 
i y seule ; et pour cela je fais observer qu*ea général (3} 

ou bien 

après 'q\)oi j'ai successivement 



I 



d*a& je tîre , par transposition « 



y 



( >6 ) 



prenant enfin la spmme des produits respectifs de ces équations (3i) pair 



I .2 •« 



^»"""rT-7» -• i.a.3.-» *••••" 



il vient en réduUant , et ayant égitd k l'équation (29) , 
OU bien ^ en transposant.^ . 

Fa:=F<*+r)- - ^F(*-hr)+ -^^ AT(^4-r) 

^ ^^^^"y"^"^ A^F(.-hr)4-....> (3a> 

On peut donner à ce développement plusieurs autres^ formes très--- 
remarquables. 

D'abord je fais ^r-f-y^/' r relatiori qui donne ^ parce que.^ csC 
constante ,. 

par conséquent l'expression AT(ar+y) devient évidemment A^I^v 
les. dlfTérbnees. étant prises par rapport à p qui varie de m ;; on 
ai ainsi ^ « 

F^=,F;,+ <f=2l AF>+îfî=2^^^=2=ÎA'F;. 



• » 



I'.. a • f»5 



^ ^'"'ZI^T^ ^^— . C33J 



C 17 ) 

Dans ce nouveau développement, je change 4? en j?+ni»j alors le 
premier membre devient. (2) 

r(:r4/2«)=E»Fj? ; 

dans le second , x — p devient s — -p^nm. Après cela je change p 
en X ; alors A/^ dévient Ar , et A*F/? devient ATjt ; les diifë- 
rences étant prises par rapport à s qui varie de n ; il vient ainsi 

E''F^=F(ar-|-/2-i)=:F4r+72AFa:+^.^A»F^+^ .^ .ÇA^F;r+-(34) 



Ici je fais n^-^m ; d'où /ï=— j et ) ai 



Ff^+/7ï)=F^+ — AF^+-^ A'FotH — — — A'F^+., (35) 

Dans Téquation (35) , je fais a:=,o ; ce que j'exprimerai , rela*^ 
tivement aux fonctions For ^ • • . . A^F^ ^ en écrivant YXq ,••• A"F^0 ; 
puis je change ;72 en ^ , et j*ai 



=Fs.+- AF^,+ S--A-Fs,+—--^-^A'rs.+.. (36) 

i5. La sëiie (33) est aussi donnée par le procédé du n.^ i3t 
quand on fait 

^jr=dr— /? ; ^x^a-^p — # j 4^^jr=rar— ;9 — 2# j ; 

mais il est bien plus difficile d'arriver à la forme générale et bien 
simple A'^Fp qui comprend tous les coeificiens. Oii conclut sur-le- 
champ de cette série la possibilité du développement de Fjt suivant 

les puissances entières et positives de -^- ; bien que le procédé du 

n/ i3 ne donne rien à cet égard. En effet , les produits 



(la) 






ijunt développes , sont tous de la forme 



de sorte qu'après ce dëveloppement « il s'agirait simplement d^ordonner 
par rapport aux puissanees f — j , ( -^ j ,••••. ; et , sans calcul^ 

on aperçoit déjà que le coefficient de la première puissance 

serait la série 

AF/i— l A^Fp+ f AT;?-. (îy) 

ir ne serait même pas difficile de les déterminer tous d^'après cette 

seule considération ; mais il sera plus court d'en faire la recherche 

par un procédé analogue à celui qui vient d'être employé (n.^ i4)* 

D'abord je prends H somme ies produits respectifs des équa-^ 

tiens (3i) par +1, — ^, -f-i, — 7> + » «e qui donne^ ea 

réduisant et multipliant par «, 

-riA/y-TA»/r+i^!/r- 1 (38) 

Ici )e fais 

notation d'après laquelle on aura 

atj^ ea général 

Aj— {A»z+^A*z— ..♦.=dz . (%) 

CTett laL. d^iânitîcML complète d'une nouvelle, fonctioa de <&^ polj^ 

nûmt: 



..^,. ....'«•♦'• 



ndiiie et même infiniiînème ^ en général ^ ^ue j'appoUe la i//^- 
TmiieMe Ae k. ' * ^ 



1 A ^%J. '. i'' 






. < ■ V i . ^/ . » .»' ■ >•«*>.. 



et I en gënëral 

d*z , A^z , . . . . d^z , s^nxAe^àfffèréntiellés de drjférens ordres de r* 
Gela étant , Téquation (38) devient 

•fr—AY{x+y)r-yàfy • (4i) 

Je prends les dîfTérences $ucce3slyes de.£elle*cl| et ^al , eu égaird 
« la formule (3o) , 

-A/y= A'dF(*+y)-l. » à /y— Cr4-" -)A iff ; 
«Ay^=A»dF(df4-j^)— 2«A<I/y— (r+2«)A'd^ ; 
' éAî^f=:^»dF(JF4-r)— 3-A'4/y-(y+-3«)A»d;(5^; , 

• • • * 

' b te 

Je prends la $onr>nie des produits respectifs de ces- équations pat 
+1 , — 7, +7t •^•^•- et }*aî , en réduisant 

-(A/y-iAt/3r-HAy/-...)=AdF(x-hr)-iA»dF(*45r)+iA»dF(*+r)--. 

-ri^/y-.y(Ad/r- f AM/y-f ^ AM/^- , .. . ,) , 
équation qui , d'après les notations fixées (39) , {46) , devienC 

Je fais sur celle-ci les mêmes onératrons^ que sur Nquation (40; 
c^est-^à-dîré , que je prends* ^la somm»* des produits respectffs de 

ses différences successives par +1, — 7, +75 — ce qui me 

éonne^ en réduisant 9 et 9yant toujoufs égard aux^netalions (39), (4®)'> 



\ 



lie procède détaillé pour passer âé ¥^q}Sttà^n ^4^y h'VéiqnêliM (^2) 
«art évidemment de-^ïpnnulc pour.passerjdc celle-ci a. l'équation (4^) f 
puis de cette dernière à une nouvelle , «t ainsi de ^ulte ; de sorte 
que c'est par une induction rigoureuse qu^on obtient la suite in-' 
déEnle ^éqVations . .' ' ^ i. /.:;-': ; ; . 

3MdYy=d^F(x-\^)—ydYy » 
■ ' ' 4''dyy^mx^y)-yd*/y'-i 






»•' ' J r. . - » .y ,»i'i?..._i_ j»iJci/„.ic._v. ' :,ji'r.^'.iL - *j < 



r * > • 






En prenant la somme de leurs produits respectifs par 



• • • 



il vient , «n- ayant -cgard à réquation- primitive (•û9)», 
<!<(», eii transpqsant'3: - . - 



Série bien analogue^ ovep-la^siria. (325)'et. q,uL, cojnme cette der- 
nière, prend, d'après les mômes procédés , plusieurs formes^ d|\|f- 
Xérentes, sayi)i^,; . • v i •>..-'•;•' j 'rr ' v : 



Ui) 



r(«+^) ^Fs+ - dF^i»4- -21 d^t!^ -lîîl- a»F*+.., (47) 

Tx^Fs^+Z, 4J?;r«+4Ld»F^orlrr^;4fFjr^... (48) 

i6. Je m'empresse d'appliquer" ces fôtfnûleS' ait déreloppebifeftt 
des* dtfférens' ordres d'uiie fti^fiote foMllpn.. 
Soit 

I» di/Tërence cpnstante de x éraot r » oiv aura* -(3): 



« / 



-! .--• 






Sî la fonction ^ e$t disiribjaii^e^ eeUe' ftxficessnm: «eî ctij 

AKr=^*(f*4*^z) . {49) 

Admettons^ Thypolkèse*, et irisons ua moment 

r ' i. 

**Z Z=f£ ^ (5o) 

Diaprés les tSéorèmes^ ( h,^*' 5^ , 6 ) , f** et y^* seront' des» fonctions^ 
dSstributives ;. et ^ au- liea de* (49) , nous^ aurons' 

^ AFjr=*^yz y "• 

yuis''^^': prenant la: êsSènimff dé* ceile-èî|. 

. . • • • • ' 

Sr Ta! fonction* p^ est commuiative avec les facteurs conslans- .* elU* 
le' sera aussi , en* vertu du théorème- ( n«^' 'o) • avec la*, fonction 
binôme JT, (5o) ,* tVst-àVdirev'qM'oit aura^ * 

• p*ft^fp*z,. 

AJinifettdn» «nbore Fkypotfièse ;: pai'ce- que y esC dUtrî)>u^Te',- noiis^ 
aurons >. d'après* (5o) ». 

alhs7, Fëquatiom (5i) deYienlt ... 



Oa trouverait de même 

A»F;r=f y z , A»F^= f*/»x ,....-, 

çt, par une iuductioa manifeste 

A'"F*=*y*z } 

expression qui , sî l'on veut faire usage de la notation proposée ( n.^ a )^ 
devient 

Or y on a (6) 
donc , par la formule (36) , on aura 






f'z=z+-(y'~i>+-^;^(f«~0'z+ ^^^3^3 (^~i)^x+... (53) 

Actuellement, d'après la définition (39) et la formule (52)^..oi| 
trouve 

dFjr= AFor-i A»rar+.,.=^[(f -^ , y. 1 (^-. i).;2+ 1 (^-. ,)î^....] (54) 

Je désignerai , en général « là fonctioa polynôme , qui est ici entrf 
parenthèse^ , par Tuç'^z \ L sera ainsi la notation d'uqe fonction 
déterminée de ^f^z , dont la définltloA complète sera donnée par 
réquatlon 

L»-z=(^*— i)z— K**— 'O'-s+U^"-!)'^-...' (55) . 

La fonction L s'appellera /ogat/i/wiâ et L^*z sera une fonction 
monôme composée quî s'énoocera, : logarithme de ^'. de z. i II- ^H 
clair ( h.^ 10 ) que la fonci'ion Lî^" est non seulement dlstrlbutlve^ 
mais commutative avec la fonction f et le facteur constant. Ii 
n'en est pas de même de la foticlioii simple L» ' 
i^Insi) réquatlon (54) devient 



( 23 ) 

De cellc-cl on conclut sur-le-champ 

par conséquent > . en faisant jr=:o dans F^ , dFjr , d'^Fâ? » on a , 

d'après la formule (48) , cet autre développement de ^z : 

♦•«z+iL»-.+ £j(L»-)..+^(Ln'z+... (57) 

Tirons quelques conséquences importantes. Dans (Sy) l'accroisse*» 
ment # étant arbitraire , je le fais égala Tunité^ et j'ai 

^z=z+-^ Lfz+ ~ (L<>)»z-^ (L9yz+.... (58) 

Je compare cette expression , terme à terme , avec celle de Féqua- 
tion (57); et y parce que x est absolument indéterminé , j*obtiené 
la relation 



• I 



^^f'^z, (59) 

Soit y une fonction distributiye et commutative avec ^ et les 
facteurs constaos ; prenons de part et d'autre de l'équation (58) la 
fonction y, nous aurons , eu égard à la fojrmule (18^ n.^ 9)^. 

/'^Z= (/>/z=r/*Z+ ~ /'UZ+ ~/'(L^)"Z+-...- 

I i«a 

p 

Développons chaque terme du second membre de celle-ci , par lâ 
même formulé {58) , et nous aurons visiblement 



{/♦)'z=!Z+-arL/z+ ^ (!/)•+ 



+jrLfz+2^(L/XL«)z+.... 

. rf- '•^ (L^)*z-f- . . . . . # 
x.a > ' 

+. 



d'ailtcur» ^ toujours d'après ( 58 ) y on a cette autre expressloa 

(/f/z=^+*(L/<^>+^(I/*)»z4...... i 

donc , en comparant «erme'^- terme avec (60) ^ nous aurons > à' 
cause de l'iqdéterminée or, la rel^tîoa 

Lj^zscI/r-t-L** , (61) 

Supposons. 

pMaiaos- , de part et d'autre- , I» ionctio» «tveno' L" * , «Y nousi 
aurons (i); . 

^z=L-'^z y f '<= (tr • '^)'z ;. 

et par conséquent , d'après la formule (5Ô) > 

Soient encore y* et f deux, fonctions distrlButives et coini&u>tativêai 
tant entre ell^> «u'avec les facteurs coostans- } w et s- étant des* 
exj^osans- arbitraires-, on a^ sur-le-chaipp (i)' 

., , . /«ir^^L- V"^'z î 053); 

nuli (6i)y ^9) «n te atrtsK 

donc: (63) on^ aura^ , en; employant lat notation: ( nJ^' 2 )) 

/'rz^l.'_'(ul/:\-xlu<P>.z ;: . (64)) 

et^ d'après. (62). 



1.2. 



rf 777 (aI/-^rL^;»-z4-. (65) 

JFàisons: qaer<^es bypoèhè^es^ particnlfères ,, sur 1» forme' de* lâi 
fimctloDi ff'^et d,'abord soit 



• • • 



• • 



(25) 

^n supposant jp=i ^ t>n aura sur-le-champ , ^'après ' (53) , (58) , (55) 



(i+/)»z=z+ * L(i4/)z4.fl [L(,4./)]»z+ \ <6Q 

"Soit 
Je prends^^ de part et d'autra, la fonction inirerse /""S et j^ai 

JaqueHe , «n Taisant , 
devient 

ml d'après la formule (66) y j'obtiendrai 

^*z =z -H — FzH — • F*-eH . -TT F^z+..M 

^=rx.+ * L(i4-F>+— [L(4+F)]»x+.,-.w 

I ] «2 ' - 

Dans teUés-CF^Ijè met&pour ^[M F^ l^urs ixprek$%)XTS d'n3^ol))isè> 

* • 

puis je prends , dans la première et la seconde ^ de part et d'autre , 
la ÎStlctiôn-y' ^Vy'A . / 



( ^^ ) 



' *'=(/'4-0'î=/'î+7/'-'fî4-7 — /--»fî+ 



•••••• 



2 1»H I 

Soit 
On fera fi+'^X^fç , et on aura (67) les déreloppetncn» relatifs I 

Dâiis ceux-ci^ au liea des difFërens ordres F't> F^i(y«..t, on mettra 
kurs; développemens donnés par les mêmes éq,uaiions (67) ,. d'après- 

On roît p sans qu'il soîl besoin d'insister , comment on arrWeraïC 
aux deux développcmens de Tordre x de la fonction polynôme 
quelconque ^ aux fonctions distributiyes et commutatives ; c'est-à* 
dire , qu^^/i suit di^topper la foncti^i» ... 

*'î=C/+f+F+4'4-.....)'t. (68) 

17. Je vais appliquer ces gënéralités aux fonctions données par Tji 
considération des difTérencesr des quantité» variablesi , fonctions que 
j'appellerai fondions différentielles • 

En considérant \ conime fonction des deux seuTes^ rarlables ^ t y 
( ce que nous dirons pourra s^appliquer sans peine aux foirction» 
d'un plus grand nombre ) ^ ses fonctions différentielles , totales et 
partielles, sont,( n*^ 1) ' .'. 



Eî»7î^ Jîî ^î* Z^' P^^ ^î* rt> Jî- 

Oa Toit que ^ diaprés la notation proposée ( n.® i ) ^ pour les fonc^ 

tions 



( «7 ) . 

tioDS partielles , en gënëral , nous exprimons les diffërentielles par* 

, d à 

tielles par — j V — 1,.#..» 

X y 

Les défiDitions des fonctions dl/TërentielTès totales f5), (4), (39), 
exprimées d*après la notation proposée ( n«^ 2 ) pour les fonctions 
polynômes, seront 

: (69) 
à\^ {ÙL^\ A'+ \ A^—.yiKCE- 1 )- î (E- 1)»4- ^]"î 

Elles serviront de formules pour exprimer les fonctions différentielles 

partielles » en y changeant simplement £,A^den-*^ , -^^ — ^ 

X x ^ 

E A a 

'on en — , —, — respecTrvementr 
y y J^ 

Ajoutons la formule qui établit la communication entre les fone> 
lions totales et les fonctions partielles ; c'esl 

E» E 

Elle est ëvidemmenf vraie} car, pour avoir f(jr-f-«^, y-f-^s^riEçr 
3 suffit de changer d'abord y en jr+/9 , c'est-à-dire , de prendre 

d'abord — 1^ ; ensuite y dans te résultat ^ de changer x en âP-4^# ; 

. E E 

e''est-S-dîre , de prendre l'état varié — , selon ^ , de — f# 

Cela posé « il est facile de voir d'abofd que toutes les fonctions 

E K 

dfifférenlielles sent disirihutives. En efiTeH , les états variés £ , — , -^ 

ie soni évidemmeni, ainsi que les facteurs consians. Or , diaprés 
leurs définitions (69) f les différences et diAPerentiQUes totales oa 
partielles sonI des fonctions polynômes dont les composantes sont 
des ordres d'états variés ^t des facteurs constans ; donc , en vertu 
4bL théorème (,n«® 6)^ elles sont elles-* mêmes distrihutives^- 

4r 



X' 



( »8 )- 

En second lieu , tous les états variés sont CùTnmutatifs ayec lè , 
facteur constant; Il est même très-remarq.uable que tout état varij^ 
est commutatîf avec toute fonction d'ordre constant. ^ c'est-à-dire^ 
qu'on a 

E E E E 

^ ^ j y 

11 est fort indifférent, en efFet , de éhangèr d'abord û^ en jr+«f 
par exemple, dans la fonction ^y puis de prendre. la fonction f , 
ou bien de prendre d'abord la fonction f de ^, pour y changer 
ensuite jt en jr-f-«* Il suit de là que les états variés sont oommu- 
tati/s , tant entre eux qu'avec toutes les djfierences et difFérentielles» 
En troisième lieu» les différences et diiTérentielles , étant commua 
tatives avec les états variés, et. étant des fonctions polynômes com- 
posées d'états variée qui sont commutatifs avec les facteurs constans , 
seront, en vertu du théorème ( n.^ lo), commutatives avec les 
facteurs constans. 

En quatrième lieu , d'après la définition de la. différence partielle 

A .Ad 

— î[ , celle-ci sera commutative avec '^ ^ et — ij (n.® lo), puisque 

* . y y 

E 
ces dernières sont commutatives avec — r et les facteurs constans* 

En cinquième lieu, d'après la définition de la différentielle par* 

d . - . d 

tîcUe — :[, celle-ci sera commutative avec — ^ ( n«® lo); puisque 

* y 

jcette dernière l'est avec les différens ordres de — 7 et avec Içs fac<- 

teurs constans. 

De toutes ces observations réunies, il résulte que toutes les fonctions 
différentielles et leurs différens ordres , positifs ou négatifs , sont 
à^^ fonctions commutatives » tant entre elles qu'avec les facteurs 
i^nstans. On pourra y ajouter les fonctions intégrales • ^ 

^ ^ J S 

^ 7 * y. 



( «9 ) 

ainsi qne leurs dîfF^rens ordres ; puisque ces fonctions ne sont que 
des 4!HWence& -et difFéreàlîeltès .xl'ordtès n^galifs ( n*^ i )• 

ÂiiiST, toutes les' fomiules données <)ans- TaTtiôle pfëeédenf sont 
immédiatement applicables à toutes ces . fonctions. On eu recueille 
êur-le-champ plosieurs expressions abrégées dont voici les plus «re- 
marquables* 

Dans la formufe {^C) , je 'mets :^ au Heu de Ts i je compare 
avec Téquation (62), et jVi 

E-î=(L-»d/t; • - (70 

• ^ * 

et par conséquent aussi. 



X' 



» / d \« È« / â \f* 



D'après les expressions précédentes et la définUioa. A";[=(£— i)''r 
i^B) 9 ^^ ^ sur-le-champ , 

A-î=(L-d-,}-î5 - î=(l- --1) î; 



A» 



,= (L-i-.)-t. (,î) 



En comparant les définitions (69) de la diilérenttelle ayee la^for* 
mule (55) on obtient 

Si, dans la formule A''ç=(E— i /if , on met, au lieu de Eç, 
l'expression équivalente :[ , qui elle-même (69) est équlyalente à 

0"*"t)0"'"J)^* ^» aura 




M(-.-)0+7)-]HK-^T>-]v 

Si , dans d«i:=(LE/î , (j4) > on met , au lieu de E^> Texpres^ 
ftiOQ (70) , on aura 

/ E E X" 

d''î=(L-j)î; (76) 

dr, d'après la formule (61) et les expressions (72), on a 

■ E E ^ E- . E d , d yd , d \ 

» y « y ^ x^ y ^ \x y / 

donc , au lieu de (76) , on aura 

E 
SI , dans rëquation (64) > on change u j f ^ x^ f en m ^ —' t 



E 
H y *— 9 respectivement , on aura 



E"» E" 

'x 



E" . / E E \ 



Iquatlon qui , d'après (6a) ^ deviendra 

E*" E" . ^ d ' d \ 

'z=c?(^+7?2« , y4-/2ii)=L-' ( m 1-/2— Jz. (78) 

. X y ^ \ X y / 

. On ssU ( n.^* 11^18 ydà^lopper toutes ces expressions abrégés. 
C'est ici le lieu de faire observer qu'on peut former, en com- 
binant les fonctions diiTërentieiles entre elles et avec les facteurs 
constans , une infinité de fonctions dlfFérentlelles nouvelles qui toutes^ 
4'après nos théorèmes générauj^ ( n«^^ 5. ••• 10 ) seraient distribu tiye^ 



IJII iHli^ip 



•^^f» 



(?0 

IH cDmmntâfÎTeày tant entris qIIcs <[u'avec les- facteurs constans; 
Ainsi y ea afTectaot des notations particulières à des fonctions po-f 
lynômes , telles , par exeinple , que 

iw+^Ez , iw+iEz+^E*z > dz-4-tfd*z+3d^z+...,...; 

on formerait de nouveaux algorithmes ^ul auraient, toutes leurs lois 
théoriques et pratiques dans les formules ( n.^ 16 ). Le Calcul des 
parîaiions y en particulier , est le résultat d'une considération dé 
cette espèce. 

Les faeteurSi étant des fonctions éminemment distributives et com- 
mutatiyes entre elles, sont visiblement compris comme cas parti- 
culiers dans nos formules. Alors l'expression L^'z est le logarithme 

naturel du facteur ^* qui multiplie z ; Tautre expression L^'^z 
est la même chose que l'expression vulgaire %^z » ( n.^ i )• Il n'est 
pas même nécessaire d^aller chercher ailleurs une théorie des loga- 
rithmes ; elle est toute entière dans la définition {55) et les for- 
mules (59), (61) , (€2). Far la même raison y les moyens de déve- 
loppement fournis par les élémens , pour élever un polynôme quel- 
conque à une puissance quelconque > sont tous des cas particuliers 
de ceux qui conduisent au développement de la formule (68). . 

i8« Nous avons, dans ce qui précède, esquissé Tensemble des 
lois qui rapprochent et -mettent en communication, toutes les fonctions 
différentielles , c'est-à-dire , la théorie la plus générale du calcul 
différentiel. La pratique de. ce calcul , laquelle n'est autre chose 
que Texécufion des opérations indiquées dans les définitions , ne 
formerait pas une branche séparée , si on n'avait pas remarqué que , 
pour certaines classes de fonctions variables, les fonctions difFctentielles 
réduites se présentent sous des formes beaucoup plus simples qu*on 
n'aurait pu le préjuger* D'ailleurs les fonctions, variables en général, 
eu égard à Tétut actuel de l'analise , se composent d'ua .asse;^ 
petit nombre d'autres fonctions qu'on appelle ^'/^'//z^/i/^sr/r^j , et dont 
il sufKt de connaître les fonctions différentielles pour être en étal, 
d'après les règles du calcul ordinaire , de trouver Celles des pre-^ 



(32) 

ifa^ères. II serait dëptaeé â'ènirer W\ dans* atinin JélaU rcmeinfiiafil 
Yesiétûts i^ariés et \e% - d{fferenc0is des fonrtîo»s éleftienlaires ; je me 
borne à la recherrhe de leurs diffetenritUes. 

Les fonctions élémentaires simples d'une . seule v^clable x sont 
les fonctions monômes 

■ • 

ânns lesquelles on attribue à ^r une difTérence constante* Les fonctions 

élémentaires composées sont , 

• • • 

Il y a, pour faire ^ dépendre les différentielles de celles- ci ,' et ^ 
en général ^des fonctions .composées , de celles des fonctions simples , , 
vn tbcorème important qu'il faut prélîmînalFement établir* 

Soient )r=^jr , et Yy=-¥^x ; ^ , F sont àes fonctions quelconques» 
£n supposant que la différence de y est la constante /s ^ on a » 
par la formule (4?^ 

Ici wt e$t arbitraire / partant , Je pui» faire . , 

B»=i>d«urH d*f jr+ "^ <l'f*4-— (79) 

et j^attral 



I. 



9 <Faprè5 la foroMire (4^) , eti ^gard à l'bypotbèse (79) , on a 
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(?5) 

'eloppe le second membre de oelU*c!, par la même for^ 
>) 9 et j'ai pour Y{yr\r^ cette autre expression 

. . • • 

. comparée avec la ' première (8o) , donné sar-lc-chanp , 
de l'indéterminée n ^ , . :. .. 






(8i) 



k ■ 



.> 



. - î- ^ 



ralt ^rap:^/ « ^n donnsmt & a? la différence constante #> il 
qu'on aurait^ par la formule (8i) . ^ 

• dF,*/=^,^.d^/; 

de suite. . t . . 

posé , d^près la formulf j(56) , . f n y supposant que la 

^ deyiennc le facteur a , et que z soit égal à Tunité ^ 
ons 

^ ■ 

d^=fl'La* ; (82) 

la variation constante de s. Dana cette hypoth&sé » op à 
, o=A*^=?A^^rs= i par conséquent 1 d'après la défi^ 

39) . ' 

« • • * « * 

rs, d'après (Sq) on a 

au lieti de (8a), on. auia^ . . ; 

d<ï'=tf*d;r.L« . (83) 

«osons ensuitç ' • 



li .. 



II 



XTou» aurons I 4'aprà» 1« théorème (81) 

m 

I 

Mai» , a ap^és (pdi), pu^c^ue ^jr=lt fiât hypothèse , «n^ » 

^uc^ on »irar 

c*est-à-dire , Ta formule pour différencier les exponentreb. 

" Si on fart attention que L^^^ifxL^, et par eonsé^uenl <{or 

é^.La=dLa^^ la formule (84) deviendra 



Jans taqiielle ^ si en fait Fjr=7^^ , ce qut est permis ^ on aura 

dF^=F:t.dLFx j (86> 

c'est Fexpressibn de ce théorème : la diiFërentrelle d'une fonctiOB 
variable est toujours égale à cette fonction multipliée par la diffé^ 
ventielle de son logarithme. 

en- conclut sur^-le^-champr. 



: ■ • • 



«'^est la formule pour difFérencrer les logarithmes naturefs^ 
• en faisant attention ^ue \J^xf=-mlSx ^ d'après les formules (85J^ 
{86) y on aura ! 

4(F*)-= (F*)». dLfF*)-=i»(Fj:y» fi.F*=OT(Far)«-». dF* i (S» 

e'est br formule, d'à dilTërentàalion dfes puissances. 
FuJsqjw L(«:r.Frf:)=Lfar4-LF*> on aura ^^5> 

(«^jt.Fj^ 



4 



( 35 ) 

donc ; d'a[)rès (86) 

d(^x.Fx)=zTx.d<px'+^x,àFs : (88) 

«'est la formule de diffërentiatlon des produits. 
Soit 

^ Cos.*« ' ^ ^^ 

# est une constante » jt est variable , et sa dlfFërenct constante est i. 
On a • 



AT7_«-. Coa.«(«+i)+\/-— iSîn.«(Jc+i) Coâ.«eJp+\/ — iSîn«t^ 

Cos *+ « « Cos.** ' 

puis y en dëyeloppant , par les formules trigonométriques connues, 
les cosinus et sinus de «;r+« * €t en réduisant 

AFjr=Fjr.v/^.Tang,« j 
par conséquent ^ en générai 

A'»Fjr=:F;p(v/~.Tang.#)'" ; 
. donc f d'après la définition (Sg) , on aura 

dF:r=:Fjr.[(v/rT.Tang.-)— ^(v/=7.Tang.-)*+....] 

et, en comparant avec la formule (55)» 

dFjr=F^,L(i+/:^.Tang.#i) . (90) 

D'ailleurs (88) 

dFjr=( - — ) . d(Cos.«:r+ 1/^ . Sln.iur) 
\Cos.«/ 

+(Cos.cr4-^/^,Sin.»a?).dr|^^J . (91) 

liais 9 d'une part , en différenciant la formule connue 

5. 



( 56 ) 

Cos/«2r+SIn/«ar=i ; 
d'apr&s (87), on trouve 

dCos.«ar=— r . dSin.nâr 2 (02) 

et par conséquent 

d(Gos««jr4- v/~-SIn.«ar)=d.SIn.iur. .V"^ (Co^.-iur-|-^3^ . Sln.nj:) ; (gS) 

D'autre part; en se rappelant que da;=i , on a , par la formule (83) 



\Cos.«/ vCo*.«>/ 



donc I en substituant ^^tte expression et celle (gS) .dai|S (9O > ^^ 
comparant avec (90) , on aura 

d . Sîn,*r . . Y M l,. -^LiCos,*;:?.L( i -4"!/ -^i • Tang,*) ; 

et da là en faisant 

-^V/^=L(Cos.«r|-y/Zir;.Tang.«) , 
on tîre 

dSin,«:r:^i^Cos.cr ; (g4) 

puis , ^n mettant cette expression dans (92) , 

' ' .' • ~ • ' • . ' 

dCos.«^=— ^SIn.«ar • (96) 

SI on changeait ici «ej; en x ^ on aurait ces formules 

A ' A . 

dSInur= — Cos.ar • dCos.ar=— — SIn.jr . 

m m 

Ici la dlfFërence de a^ est^ ; si x était ipnçtlon dH^ne %utre variable , on 
aurait, en vertu du théorème (81) 

dSin.j?=: — dxCos.x , dÇos.^^ss^— — dj^Sin^^ • ' (q6) 

Dans ces formules', la quantité « est un ara ârbilFsjre^ 



(37) 

La constante ^ , quoîque^împliquée d'Imaginaîrei^, est facilement 
ramenée à une forme toute réelle. En e/Fct , à cau^e de la for- 
mule connue 



Cos.'ii— 



on a 



■^/-=;L[Co..-..(.+/=r.T.n8..).]=;L(^^^^), 



et , en développant la dernière expression d'après une formule loga- 
rithmique connue* , puis en divisant par y/^Ti , 

^=Tang.— iTang.^+^Tang.5.i (97) 

. Ainsi I quand on ne saurait pas d'ailleurs que cette expression 
de j4 est égale à • ^ ou aurait toujours le moyen , d'après les-^ 
équations (96) ^ et (97) , de différencier les fonctions trigonomé-» 
triques. Au surplus , par les seuls élémens , on dëmontre que 

-^ = I ( vQyez , Théorie des fonctions analitiques , n.^ 28 de 

la 1 ^^ édition , et n«* 23 de ' la seconde ). 

19. Nous avons vu naître le calcul dlfTérentlel du simple déve-: 
loppement des fonctions d'une variable suivant les puissances de 
cette variable : ce calcul va nous servir maintenant à nous élever 
\ quelque chose de plus général. 

Supposons qu'on donne ^ entre les variables x ^ y ^ Téquatloi» 
V=iO et l'équation z=C^. On peut du moins Imaginer qu'on ail 
tiré de la première celle-ci yzz.^x , et qu'entre- celle dernière et 
la seconde , on ait éliminé x y pour avoir z^Jy ; dé manière que 
l'hypothèse revient à donner les trola équation» 

yz=i(fX y zT^Yx f z=^/y ^ (98) 

Alors ^ d'après la j^^rmule {4^):> on aura 



( 38 ) 

Dans celle-ci , p est une arbitraire qui a. pour dlfFërence constante 
il. Je différencie l'équation (99) , par rapport à x seul, et j'ai 

aF^j,.f+li=L'd^.fl»+.... (,00) 

puis je suppose qu'en faisant /=/? dans j^=o , on trouve entrt 
autres jr=^, et réciproquement; on aura (98) 

Ensuite , je fais y=p dans (loo)» et cette équation devient 

dF«=d^<.— ; (101) 

d'oà 

àfp_àFi 
fi dçt 

L'ëquation (loi) est la même que (81) , trourëe d'une autrt 
Ihaniére. Je divise Tëquatloa (100) par d^ , je dilFérencle par rapport 
^ X p et j'ai 

dan$ celle-ci, je fais y^pj et j'ai 

J'opire sur Tëquation (102) comme j'aî fait sur (99) et (lOo); 
â'est-à-dlre , je divise par dy ,' je dlfTërencie , je fais y^P # ^^ j'^^ 

f^ à(p^ \jSi(^ê \dfiyj 

L'Induction est manifeste ^ et Von Yoit ^ae f aurai y en général ^ - 



\ 



(39) 



^d^^'^îdîîMiïM-'-^'M^'iil-l ^'""^^ 



II y a ^ dans cette expression , un nombre /z— i de dliFérentlelIes 
subordonnées. Elle est fort simple ; mais on en découvre une autre 
qui se prête mieux aux dévelôppemens que la pratique exige , ea 
employant un procédé qui n'est pas dépourvu d'élégance* 
Je fais , pour abréger , 

fi ' fi* iô" 

Je multiplie successivement Téquatlon (99) par — , I J ; • • • ; 

• • . '^ « 
je fais d'ailleurs attention ^u'en général 

(j'—p)"' m—l ^-i ^' ' 

m * 

relation qui se vérifie aisément, d'après la formule (87) ; iCt )*aî 

(^)dF;r== Atx^f),^ JfB(x-^f).Ay +^(*-Odj+r" 

_ 



Or y d'après la formule (45) , on a 



puiS| en différenciant par rapport \ x 

dy=d<f^+(^— i)d'f* 4- •^ (106) 

.Jl suit d'abord de (106) que (j—pY^ et d(jr— /?)•'" seront rei^ 
pectivemeot des formes 



(40) 






de cette dernière on conclut que , m étant un nombre entier plus 
grand que o , îl manque , dans le développement de A{y — p)r^ 
suivant les puissances -ascendantes de {X'^^i) , le teraie multiplié par 
(jT— tf)"' ; puis ultérieurement quc,/i étant aussi un nombre plus 
grand que o , Il manquera , dans le développement de (^ — #)""*"'. 
d(y— /?)""" , le terme multiplié par {x — */• D'ailleurs , il est évi- 
dent (107) que ^ tant que n sera égal ^ m ou plus grand , ce dé- 
veloppement ne renfermera point dés puisshiices ni^gatlves dc(*— -•)• 
Mais » d'après la formule (87) , y étant positif , ài\x—è) est aul ^ 
quand n>y ; et d"(^— l)* est de la forme R[x^-^ff , r étant plus 
grand que zéro , qudnd n^q. Donc ^ en prenant la dllFérence d" 
de l'expression (j?— é)''+*d(y — py^^ % ^o"* les termes où (^—0 * 
un exposant molndrb- que n seront détruits , tous les autres pren- 
dront la forme R{x^^if , puisque , le terme en {x—i)^ manquant , 
daas tous les autres ^ Têxpoèant de (^-—0 ^^^ P^"^ grand que n ; 
par conséquent , lorsqu'on fer^ :r=^ ^ on aura toujours 

Ilsnttî eii second lieu', de l'équation' (106) ^ que TexpressioD 

(^'rrft)'!''*' •T-r. e^t toujours de la forme 

y-p * * • . . . 

maïs (87) d''(^-l-i)«=ir.:2.3..,..>; donc ^ quand on fera ;r=l, on 
aura toujours 






('09) 



Je fais à présent l'application de ces- deux observations împor^ 
tantes i U suite d'équations (i o4). 



( 4' ) 

Je fais ar=i dans la première ; le premier terme ', \ cause dt 
(109) , devient ji et les suiyans s'anéantissent j donc 



^= ( fZÎ dF^ î . 



J'Indiquerai par le o , placé en flanc d'une expression , qu*il faut 
faire , dans son développement , x — tf=o« 

Je difFérencIc une fois la seconde équation (104)9 puis je fais 
^=1 j le premier ferme * —^d[j?— I)*d(y —/>)-' ] est nul (108) ; 

le second Bd\ {x—èf — iL J devient B (109) j tous les suiyans s'é- 
vanouissent j donc 

Je diiTcrencIe deux fois de suite la troisième "équation (ïo4) » 
puis je fais ir=:.^ ; les deux premiers termes ^ rsecofid çiembre , 
étant dans le cas de (108) ^ sont nuls ; le iroi^lioae sp.r/éduit \ Ç 
d*aprè» (>Q9)} les suivans soipt visiblement nuls.^ 4oniç 

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin pour conclure en toutt 
rigueur qu'en général 

ainsi l'équation (99) devient 

#u bien , si Ton^veut mettre , pour y cl p , les expressions cor-* 
respondantes fa? et ^1 , . . - - 



(40 

C'est la formule du professeur Burman ( voyez Mémoires de 
ï Institut , I." classe , tome II , page x6 ) ; dans le second des 
deu>^ mémoires dont ceci est l'extrait , je Tavals déduite de la 
célèbre formule de Lagrange pour le retour des suites* 

Dans Texpression (no) du terme général des coefRcîens de la 
formule (m) , on pourra mettre p avant les difTérentiatlons , au 
Heu de y*— ^ > son expression en jr , si la forme de Tc^quatloo 
V^=^o le permet; sinon ,. après les dilFérentiations , il faudra sub»- 

fituer pour —— -, dy, à^y , •••• ce que deviennent ces fonctions , 

qnand or— i et y-^p s'anéantissent à la fois ; ce qui sera possible^ 
en général, d'après l'équation F=o. . 

Si l'équation donnée entre x et y est simplement yzszps , oa 
aura d'après (io5) 

en supposant toutefois que l'équation ^j;=o ne donne pour s 
qu'une seule valeur égale à ^ C'est ce qu'il faudra substituer aa 

lieu de après les déreloppemen^. 

SI Téquation donnée entre x et y est par exemple 

qui donne en effet j7=:^ quand y=/? et réciproquement ; Féquê» 
lion (m) devient 

Tx=V^{Y-p)^^^ dFtf+ î2r2l!d[(^^#)».dF^] 

x»a 



•+^?*^*t(+*/.dF*]+«..~ . (ii3) 



CeUe-cx. 



Celle-eî , quand on fait p^s^o , est la formule de Lagrange que noua 
<renon« de rappeler. 

Soit y entre les variables ^ et jr , la relation 

qui donne a=é quand ^=x ^ ejt rëcîproquement. f 

Dans la fonction donnée F^x^y) et dans (114)9 )^ reg;irde M 
ieul comme variable et j'ai , d'après la formule (iî3)j 

F(:r,/=F(l,^H-(y-x)yF(#,jr).+(»,.jr)-J-...., . 

+^^=^"7||F(».j).[%r)]"j-*-«.^ (»«5) 



» • 



Z^.*Ji 



T(ê,y) et les ^coeifictens de (f— x) sont des fonctions de y que 
)e développe suivant les puissances de (y — x) , par le moyen d» 
la formule (45) et j'ai ^ en faisant d'sulleùrs pour abréger u=F(ê, ?^^ 

A I»â A I*a.d A 

: i 
d"**lC d > ^n-ji / ^ \ A An-i / A v \ 

-7-| 7 F('.y)-K<.r)r|=V-( 7 "-*)-Kr-») r vG-'-'K 

Je' substitue ces résultats daiis' (li 5) , j'ordonne suivant tes puls^ 
sances de (y — x) , et j'ai 

^nation dans laquelle le terme |;énéral des coe£Seiens est 

d ir*ri ^.\ , à"-* /à \ , ^ 



("44') 

• .Telle est (116) une \formule très-étendûe , doùt fai fait « dans 
mes deux mémoires » de nombreuses applications. J^ étals parvenu 
immédiatement, et par une méthode bien différente: celle de* l'é- 
limination des fonctions arbitraires, par les diilérentiations partiel- 
les ; méthode qui , maniée par les Laplace ^ les Lagrange j etc. » 
a fourni les plus brillans résultats ; et qui , dapis la matière dont noiîs 
nous occupons , permet d'aborder avec succès ce problème très-gé- 
néral : Unp équation étant donnée entre plusieurs variables , développer 
une fonction proposée d'une ou de plusieurs de ces variables en série 
ordonnée Suivant les puissances de l'une d'entr^elles , ou suivant les 
puissances et produits de plusieurs d'entr'elles* Je ne puis donner 
ici qu'unel idée de la^ manière' de procéder , en en faisaht-.4'applica* 
tion à un cas peu compliqué. 
Soit donnée réquati<)n. — 

//^tt<^+/)+^4.(ar+/). (118) 

Il s'agit de développer Y{x'\-£) suivant les puissances et produis 
de w , ^ ? 

La résolution de Tcquatton -(118) donnerait pour / une expres- 
sion de la forme /=f(z/, ^» ^): u^ 9^ so n'ayant dailleurs entr'ello^ 
aucune équation de condition ; ainsi '^ on peut considérer / comme 
fonction ^s Irots variables indépendantes u ^ 9 , s\ dont les <li/Fé- 

reqces sont ccmstantes et égales ^ l^unité. Gela étant , on. sait , et 

''■- ••- ,. , 

il serait d'ailleurs facile de le conclure de la formule ( 7^^ n.^ 17 ), 
qu'on a , en désignant ^ pour pFus de simplicité , jr+Z par p , 

. ) ("9) 
+ F;», + 



( 45 )) 

Le zéro , en flai>c de Fp ^ —Tp , — Fp , ;.vm-- » signifie qu'il faut 

ialrc égales à zéro les variables u , P , après les âëveloppemens. 

Je di/TérencIe successivement Fp par rapport à 2/ ^ ^ , ^;, et j'ai, 
en faisant attention au théorème {8t) , 

d d d d d / d \ 

^Fp=àFp. ^r,^Fp=4Fp.jt,j Fp^AFp (i-4^^ Of. . . ; 

I 

J'élimine entre celles-ci àFp , et j'ai 

-t 'if 

Je difFérencie successivement l'ëquation (118) suivant u y 1^ yX et^ 
j'écris les résultats comme il suit 

• • • 

'^ f(d/l^^udçp — f^d4'p)=fp f (121) 

u 



d 

^t{dft — uà^p^r'i^d^p)^4'P t (ï^2) 

y ... 



I 



. J •> 



J'éliiTHoer -entre xiss trois dernières ler facteur' poîynôme comiâ^nî ^ 
leurs premiers membres, et j'ai 

i,4r.+ -'V. -'^K'^-'Y (-4) : 

w . djt\'-' '»' / — --1^ — é/#V «-y - - Z: ;- 

Je mets /ces, expressions (124) dans les équations (lao),; ^l j'ai 
«Comme la ifqnciioo.F'^estv'aïsbîtr^lràl^ .cell'es-cî ^c^inent . , ..fi 



(4^) 



u X ' àft V X ajt 



(126) 



Quand an fait, dans (118) ,» =5^=0 , il vient //=o. Supposons 
que cette équation donnfi /=# j on aura F/?tt=F(:r+l) ; et , d'après 
les équations (i25)» 

^ t 

5^oîlà déjà les trois premiers termes du développement (119) entière- 
ment déterminés. Pour passer outre , on différencie les équations (idS), 
la première suivant u ^i f^ , la seconde suivant f ; et on a, pour' 

— F/? , — *-F/? , — F/? , des expressions qui contiennent 11- 

péairement les différentielles , selon « , f' , jr , de F/i , ♦/> , ^;> et /• 
On élimine les différentielles suivant u tl ç , par le moyen des 
équations (124), (laS), (126); et, réductions faites, il vient 
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/^=x-4-i, et, d'aprid (i23) — /=o ; et on a les trois coefEcIene 

d« d d d> 

dti£érentiels — ¥p^ , Yp^ ^ — Yp^. 

U ' U V ' V 7 

On continue de la même manière; c'est-à-dire, on diiFdrencie les 

équations (127) i suivant « et f» , pour avoir —F/?, — ^ *— F/? , 

d d» d* ,^ 

■— — Fp, •— F;>. Dans les résultats, les dtiiërentlellés selon u et #» 

de F/^ , fp y 4p sont ëllminëes par les équations (i^B) , (1^6) ; 

d d 

-***/, —/le sont d'après (124) ; on élimine les deux autresi 

u 9 * 

dddd dddd 

^- — / »—-*/» QUI sont la même chose que -^ — / , / » res- 

pectivement^ après avoir différencie suivant s les équations (124)* 

d d* 
Ensuite on satisfait à l'hypothèse ussçszo f qui donne 0= *- /=— - 1 p 

d" 

et, ce quil faut bien remarquer , en général — «/sso/ aomme U 
tat aisé de le conclure de TéquatioB (i23) } et on a les quatre coefficient 

^^ V * ^ 1:1 d d« __ dJ 

^- F/?o 9 ~ — F;?^ ^ — "^Fp^ y — Fpm l 

La route k suivre pour continuer indéfiniment est suffisamment^ 
reconnue ; et il est visible que tout se réduit à des dilTérentiations p- 
auivant i# et ^ , des derniers résultats obtenus , et à Tëlimination 
des différexitielles , suivant 11 et f'/ de F/^, ^p ^ ^^p ^ d'après (laS), 

d» d *d« d 

at des différentielles de la forme — — / * — — / > d'après les 

équations (124) dilTérenciées ^ suivajnt ,x\ .autant de fois qu'il est 
nécessaire. 

Supposons actuellement, en particulier /if s/, et partant d//s i ^ 
m faisant cette hypothèse dans (i25) et (126) , on aura d'abor4 
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r I Tjï'^-^^"! = (^/')'"- 4' 7 P^+ f ^>^ • 7 ^'P^ ' 



it comme , d'après (laS), (126), 
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il viendra , en réduisant ^ 



^^Fp-içpr\==^^\^Fp.(fpr^'\. (ia8) 



On trouvera , de la même manière 



±^lFp.{<ppr.{4'P)"\= j\^Fp-{^pr-w^'\' 0^9) 

Cela étant , en dliFërenciant successivement y par rapport à if » la 
première (i25) ^ on aura , eu égard. à (128);^ 



ttf en général 
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On dl/Térencîera ensuite l'ëquation (i3o) successivement par rapport 
à F^ et, en faisaat attention à (129), on trouvera 

d d« d* d d^" « . a ( d ) d*" ( d \ ) 



_ d«-*- « C d î 



d*» d» „ d«-*- « ( d 



-^ it, en général 

dm d" d''»+«** ' C d 



F;,=-_«_j^F/».(^;,)».(4';,)«j. <i3l) 

C'est le terme général des coefficiens da développement cherché ^ 
où il n'y a plus qu'à satisfaire à la condition »=f^=o ^ qui (t 18) 
donne /=o. Alors , dans notre terme général (i3i) # ;9 te change 
en j? ; les différentielles partielles suivant s , deviennent totales } 
il est alors 

^ on a entio (119) 



F(ar+/)=sF*4-»dF<c . ^x+ — d{dF* . (j^Y } + 



+*'dFdf . ^-dr+â •— d { àYx. ^x.^x } +..«. 



+ — d{dFjr.(^jr)»)4...... 
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le m'abstiendrai de faire des applloations des formules de déve-- 
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loppement qu'on vient de lire , pour ne pas «xcëder les limite* 
que je me suis prescrites. En effet , mon projet a été uniquement 
d'offrir un aperçu un peu détaillé de la manière dont j*ai^ traité 
les principes du calcul différentiel , dans la i.'* partie du travail 
que jVi eu Thonneur de présenter à la i/^ classe de rinstltut ; 
les applications des formules de développement des fonctions en 
séries sont l'objet d'une seconde partie. J'y suis parvenu à déduira 
de ces formules y sans avoir besoin de recourir à aucune notation 
nouvelle , les formules principales fondées jusqu'Ici sur Yanalis$ 
combinatoire ou sur le calcul des dérivations. MM. les Commissaires 
de la classe ont bien voulu dire y \ cet égard , dans leur rapport : 
» £n rappelant ainsi au calcul différentiel des méthodes variées, at 
» dont quelques-unes ne paraissent pas très-convenables à l'état 
» actuel de Tanallse , ( l'auteur ) a fait une chose !rès*utlle pour 
» la science. Il faut bien que tous les faits nouveaux , dès qu'Us com- 
» posent un ensemble , quoiqu'ils ne semblent point avoir en eux» 
» mêmes une très-grande importance , soient ramenés aux théories 
» qui forment le corps de la science , et dont II est le plus 4v 
» propos d'encourager la culture. » 

11 serait encore plus étranger à mon dessein d^entrer dans aucmi 
détail concernant la 3."^® partie , dans laquelle je m'occupe de la 
recherche des moyens pratiques les plus simples de développer 
ultérieurement , et jusqu*à ce qu'on ait mis en évidence les dlfFé^ 
reuces constantes , les différentielles des fonctions composées, dont 
l'ensemble est donné Immédiatement par un premier développement^ 
c'est-À-dIre , par les formules de la seconde partie* 

Mais il pourra n'être pas inutile maintenant de jeter un coup-^ 
d'œil général sur les divers systèmes qui » jusqu'Ici , ont été suivis 
dans l'exposition des principes du calcul différentiel ; les réflexions 
que cet examen fera n^tre Seront tout à fait propres à faire rt^ 
sortir les ^avantages de la théorie qui vient d'être exposée, i pré-^ 
Tenir de fausses interprétations , et enfin i réfuter les objections auxir 
ijueDes cette théorie a pu et pourrait encore donner nalssanee^^ - 
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- 20. Parari les diiT^ren(es manières de pfdsenter le calcul àiffértif- 
liel, je ne dirai pas qu'il y en ait une qu'il soit nécessaire d'adoplcr. 
Toutes celks qui sont Ic^gitimes ont , du moins aux yeux de ceux 
qui les proposent, quelques avantages particuliers. Mai^, s'il est 
Utile de lier solidement le calcul difFércntiel avec Tanalise algë- 
lyrique ordinaire; si. le passage de l'nne à L'autre doit élre facile 
et s'exécuter, pour ainsi parler, de plain-pied ; si Ton doit pouvoir 
répondre , d'une manière à la foi<s claire et précise , aux questions*: 
Qu'est-ce qu*une différentielle ? Quand et cumment se présentent 
comme d'elleS'i^mémes les différentielles ? Avec quelles fonctions ana-^ 
litiques conservent-elles , non de simples analogies , mais des rapports 
intimes ? Je croirai ne rien accorder à la partialité , en aftirmant 
qu'on inclinera vers la théovie dont je viens de tracer une esquisse 
•rapider 

Dans l'analise algébrique y après avoir considéré les quantftés comme 
déterminées ou constantes , çn est mené naturellement à les con^ 
.sidéreF comme variables. Toute variation y qu'elle soit elle-même 
cofistanté ou variable , est essentiellement une quantité' finie ; au 
moins est*ce là le premier j.ugement qu'on a dû en porter. Or, 
U faut exprimer la variation d'u^e fonction composée de variables 
élémentaires , par le moyen des variations de celles - cl : voilà le 
premier problème que Ton puisse se proposer dans cette partie ; 
les premiers essais de solution conduisent à des séries. Ainsi , quand ^ 
dès l'arithmétique , on n'aurait pas déjà trouvé des séries , telles 
que les quotlens et les racines y approchées par le moyen des dé- 
cimales y on y serait nécessairement parvemi, en considérant la quantité 
comme variable. Les séries et le calcul différentiel ont donc dû 
prendre naissance ensemble ; c'est à l'entrée de ce dernier qu'on 
.rencontre un premier développement d^ Vétat varié d une fonction 
quelconque, z par exemple. En essayant d'ordonner ce développement 
d'une autre manière, on ne peut se dispenser de faire attention à 
ta série très-remarquable de différences 

7 
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k laqaetle on est tenté de donner un nom qm rappelle sa com^ 
position : celui de différentielle se présente comme de lui-même^ 
Déjà , en comparant les deux développemens différens dont est 
susceptible le binôme élémentaire {\^à)^ » en a?ait trouvé la sérlt 

a-\a*+!-y-^la^-\: 

\ laquelle on avait donné le nom à^ logarithme de (i-4"ij); ainsi » 
par la simple analogie ^ la dllFérentlelle est comme le logarithme 
de l'état varié (z+Az\ Chemin faisant , d'autres rapports , entre 
la différentielle , la différence , Vétat varié et les nombres , se sont 
'manifestés ; Il a fallu en rechercher la cause ; et tout s'est expliqué fort 
heureusement, quand, après avoir dépouillé, par une sévère abstraction; 
^t% fonctions de leurs qualités spécifiques , on a eu simplement à 
considérer les deux propriétés qu'elles possèdent en commun, d'être 
distrihutii^es et commutatives entre elles. 

Cette marche , si naturelle ^ n'a point été celle des inventeurs. 
11 est de fait que le calcul différentiel est né des besoins de la géométrie. 
Or, le calcul algébrique ^ qui s'occupe essentiellement de la quantité 
discrète y cVst-à-dire, des nombres , ne peut s'appliquera la quan- 
tité r^/7///22/^^ c'est-à-dire, à V étendue ^ que lorsqu'on suppose que 
les variations numériques deviennent arbitrairement ou indéfiniment 
petites. Ainsi , le moyen d'union entre le calcul et la géométrie 
est nécessairement la méthode des limites ; c^est pourquoi les in'- 
venteurs , et les bons esprits qui sont venus après , ont pris , ou 
du moins indiqué » pour méthode à' exposition et ^application da 
calcul différentiel, celle des limites. 

Newton n'a point , comme Mac-Laurin et quelques autres dé 
%ts compatriotes , transporté sans ménagement la mécanique dans 
son calcul des fluxions ; sa théorie est fondée sur celle des der- 
nières raisons des quantités ; et , suivant lui , Ultimœ rationes 
restera non sunt rationes QUANTITATUM ULTIMABUM , sed 
UNITES ad (juos rationes sefnper appropinquanL ( Livre i.^' 
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Aw Principes \ Scolie sur le lemme xi ); prlnc^ très-Iammeuji ^ 
tt qu'on n'a* pas assez remarqué. 

Leiboltz j co^inyenteur , professait ta même doctrine ; 11 a cons-^ 
tamment donne ses dlilërentielles pour des quantités incomparablement 
petites ; et , dans les applications , il a toujours cru qu'on pouvait 
vendre les démonstrations rigoureuses par la méthode d'Archimède : 

celle des limites Quod etiam Archimedes sumsii aliique pôst 

ipsum omnes , et hoc ipsum est quod dicitur differentiam esse data 
fuâns minorem ; et Archimede quidem PROCESSU res semper deduc'^ 
iione ad absurdum confirmari potest^ ( Réponse aux difficultés* 
de iNieawentiit } oeuvres ^ tom. S."** , page 828 ). D'ailleurs , ce 
savant homme n'a jamais admis de quantités infiniment petites , 
dans le sens propre de ce terme* On connaît la discussion asses^ 
longue qui a existé entre lui et Jean Bernouilli à cet égard ; dis<» 
cussion dans laquelle il a constamment tenu la négative ( Toyea 
le Commerce ipistolaire entre ces deux illustres géomètres , publié 
par Cramer )• 

Euler ne parle pas un autre langage ^ d^s la belle préface d^e 
$GB Institutiones calculi differentiatis.^^... Hic autem LIMES qui 
quasi rationem ultimam incrementorum constituit , i^erum esi 
ôbjectum calculi differentialis. Et si, dans le cours de son livre, 
3 échappe à ce grand homme qxielques expressions un peu dures , onr 
doit , ce me semble , les interpréter bénignement ^ d'après ce principe 
formellement reconnu. 

On sait que d'Âlembert s'est distingué parmi les géomètres qu» 
•nt appliqué la méthode, des limites aq calcul différentiel. Ainsi ^ 
on ne doit point être surpris de compter dïins les mêmes rang^ 
les bons géomètres qui sont venus après : tels que Karoten , Kœstner, 
Holland, Tempelhof 9 Vincent Ricati et Saladinî , Cousin , Lhuilier . 
PaoK y Pasquichy Gourief ^ etc. Il ne serait d'ailleurs pas difficile 
die faire voir que les méthodes particulières y telle que celle des 
Fonctions dérivées de l'immortel Lagrange , laquelle a de nombreux 
sectateurs » et .celle des indéterminées ^ proposée ou recommandée 
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par Boscowîch , Naudenof , Arbogast , Carnof , etc. , reviennent fon<- 
cièrement à celle des limites. Comment est-U donc arrlré que cette 
étrange méthode des infiniment petits ait acquis , du moins sur le 
continent , tant de célébrité ; et même qu'elle soit parvenue à 
placer son nom parmi les synonymes de méthode différentielle? 

Je pourrais , si j'en avais le loisir , assigner à cette usurpation 
plusieurs causes probables -, mais ce qui m*étonnc d'avantage , c'est 
que la méthode des infmiment petits conserve encore ,non seulement dea 
sectateurs , mais des fauteurs enthousiastes : écoutons un moment , 
un de ces derniers, et admirons ! « Le soin d'éviter l'idée de \ infini ^ 
» dans des recherches rhathématiqncs , prouve incontestablement , 
» outre une routine aveugle , une véritable ignorance de la sîgni- 
» ficatlon de cette idée \ et nous ne craignons pas d'avouer que 
» nous croyons anticiper sur le jugement de la postérité; en déclarant 
» que 7 quelque grands que puissent être les travaux de certains 
5> géomètres , le soin qu'ils mettent à imiter les anciens , dans 
» l'exclusion de l'idée de Tinfinî , prouve, d'une manière irréfragable, 
» qu^ils ne sont pas à la hauteur à Laquelle la science est portée 
ift depuis Leibnitz , puisqu'ils évitent cette région élevée où se trouve 
M le principe de la génération des quantités , et par conséquent la 
ïD véritable source des lois mathématiques^ pour venir ramper dans 

» }a région des sens , la seule connue des anciens , où l'on ne trouve 
» que le grossier mécanisme des calculs. » ( Réfutation de la théorie 
des fonctions analitiques de Lagrange. Paris , 1812. Page 40 ) Déjà , 
dans un premier ouvrage ( Introduction à la philosophie des mathé- 
matiques. Paris, 1811 ), le même auteur, en annonçant que « les 
> procédés ( du calcul différentiel ) implique une antinomie qui 
9 les fait paraître , tour à tour , comme doués et comme dépourvus 
D d'une exactitude rigoureus^e ».... ( Philosophie^ etc., page 3^)^ 
avait gourmande les géomètres «^/i infiniiaireSj avec ce ton Irandiant 
et cette emphase dogmatique qui forment la'^couleur dominante des 
écrits inspirés par le Système philosophique ( celui de Rant ) doni 
il fait profession, • • ' . , 
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Essayons 9 un instant» d'apprécier tout cela à s,a juste valeur. 
D'abord , je me rappelle fort bien que Kant ^ trouvant \ infini 
dans la raison pure et \t fini dans la sensibilité^ a conclu, de la 
coexistence de ces deux facultés dans l'être cognitif , qu'il doit, y 
avoir ^, relativement à l'Idée cosmoiogiçue , parexeniple, plusieurs 
antinomies qui • nie sont au fond que des Iliûslons auxquelles II 
n'est point difficile de se soustraire ^ quand on veut bien distinguer 
soigneusement ce que chacune à%ts formes de la cognition y apporte ^ 
pour sa part. Faisons la même chose,, par rapport ii la prétendue. 
antinomie mathématique que le disciple s'applaudit d'avoir décou- 
verte dans la théorie du calcul dlfTérentleL Admettons > ce qui est 
vrai , que le calcul appartienne exclusivement à la sensibilité qui , 
selon ces Messieurs , €St la faculté de r/'/^^/V/^z/^/; IL .s'ensuivra: 
qu'il y a , non seulement paralogisme , mab erreur palpable à sou- 
mettre au calcul Y infini ^ qui est du domaine d'une autre facultés 
celle de V absolu » ou ce qïi'IIs appellent la raison-pure. Je demaii4^. 
pardon à mes lecteur de l'emploi que je viens de fatrer^ d'^up î^ioii^,Q 
avec lequel , ^ans doute y ^eu de personnes en FrancQL,.$i9nt f^l-r 
llarlsées ; mais je lais ici un argument que; iioiis.^.app,f^ll)^as jadj^ 
ad Mominein* 

Qu'on ne dise pas que cette illusion est tellement . në^s^lre ,qu'iQj:ir 
ne puisse la décliner ...! On . marche devant; celui qtli pie. le; ^aou^ 
vement. Newton , d'Âlembert , Lagrangàv, ctcu , ont n(ïî|rchë.j;'4Si'est-»^ 
ii-dire , qu'ils ont mis en eiFet les principes du eaWul' dl^Térej^lfel 
hors de toute dépendance de la chose' et même dU inot infini. . 

Mais rinfini n'est- il pas cette région élevée oh se irput^ie ffrinr 
KÎpe de la génération des quantités , la véritahh i^Vf"jçe de^ laif 
mathématiques? Non certainement , à motQS;iqu.è v<ui^ QQj^oyf^.bl^q 
décidé à rester sous l'Influence de: riliu^ion q^i^.yOfis ay;€z>/sIgQ<aIéç» 
J'ajoute^ Telativeinent au calcul fâriFérentiel, qpe riAtroduotioja df9 
ridée <1 'infini n'y est pas même utile. "i * , • 

L'Idée d'infiulment petit n'abrège point V^a^po^it^n. lÈ^xi efFet*^,îl 
est impossible d'établir la hiérarchie des infiniment petits de ctIi{eF{|i(ê 
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wdres ^ sans avoir reconrs l, la série de Taylor , en 1 (piel^nes- aottes 
ëquîvalens» Je défie de prouver sans cela^ d'une manière sktisfaisante ,. 
que , par exemple , dz étant un infiniment petit du f /' ordre i" 
à*z en est un du second. Même défaut dans les 0ppIicalrons. Si 
on n'admet pas l'hypothèse de la courbe polygone , hypothèse qui 
parait si étrange à ceux qui viennent d'étudier lei élémeh» de 1» 
géométrie Euclidienne , je défie qu'on démontre , sans la série dr 
Taylor , que le ptolongement , jusqu'à la tangente , de l'ordonnée 
infiniment voisine de celle du point de tangence , que la différence* 
entre Tare infinitésimal et sa corde , etc. , sont des infiniment petits^ 
du 2/ ordre au plus^ Si Ton admet la gothique hypothèse : le rapporti' 

•^— ^ est TÎgortrmsement égal à celui de L ordonnée à la sous-tangente ;; 

pourquoi donc alors négTige^t-on àts ternies en différenciant l'équatioit 
de la courbe ? D^aHleurs , comme l'a fort bien remarqué l'auteur 
âe la théorie des fonctions analitiques , c'est un fait que les résultat» 
du cakùl infinitésîmait sont exacts par compensation ierrewrs : or ^ 
}ë porte encore te défi d'expliquer ce fait majeur ^ sans avoir- re-^ 
^ouFs^ aux séries^ Cela étant , puisqu'il faut absolument , et avant 
tout I être maître du développement en séries , pourquoi ne passe-» 
yait-on pas de li immédiatement au calcul différentiel » par la porte 
4e plam - pieft qui est ouverte ? et pourquoi reviendrait - on- , pap 
«n cireuit ténébreux , celui des considérations infinitésimales , aum 
principes de- ce calcul ? Qu'on se forme ^ si Fon' veut , et ce qui 
est possible ^ d'après la vraie théorie ^ des méthodes abrégées qui 
permettent de biffer ou d^omettre , à l'avance ; des termes de dévelop-^ 
pement, qui disparaîtront à la fin dé longs calculs ; je ne m'y oppose pas ^ 
les géomètres exercés le font tous ; et quand une fois on est en pos-^ 
session ée- ees^ méthodes , on peut , dans la géométrie et dans hê 
nëceiii^e y parler un langage qui se rapproche de celui des infi^ 
nitâirer ^ sans néanmoins attacher aux mêmes termes les mêmes 
îdëe» ; mais il selrait ad>solument impraticable de éommences^ 
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n y a plus. SI Ton consulte Thlstoire 4u calcul dllFërentiel , combieii 
y yerra-t-OQ de questions puériles ou ridicules , de contestations 
plus qu'animées , d'erreurs même , prendre leur soui^ce dans Tobs» 
curité répandue par les infiniment petits , et dans la difficulté de 
leur maniement* Je ne puis m'engager dans cette discussion ; mais 
^qui est-ce qui ne se rappelle pas les incompréhensibilités de Sturmius ; 
les Subtilités de Guido Grandi ; les Ponts jetés entre le Jini et 
V infini de Fontendle ; la méprise de Sauveur, dans le problème 
de la Brachystochrcne ; celle àe Jean Bernouilli lui-même , dans sa 
première solution du problème des Isopérimètres ; celle de Charles 
«ur les solutions particulières des équations. diîFérentielles; les dis- 
cussions relatives à 4'expression analitique de la force accélératrice 
du mouyement varié : discussions qui dégénérèrent en discute entre 
Parent et Saurin , relativement aux théorèmes d'Huygens sur la 
force centrifuge y et qui enfantèrent cette ridicule distinction de la 
force considérée dans la courbe polygone et dans .la courbe rigou* 
xeuse ; discussions enfin qui ne spnt pas encore terminées , j^ en 
juger du moins par quelques mémoires de Trembley ( Académie^ 
de Berlin ^ i8oi, etc. ) etc. ^ etc. 

En un mot , je suis convaincu que la méthode Infinitésimale n'a 
ni ne peut avoir de théorie qu'en pratique ; c'est un instrument 
dangereux entre les mains des commençans , qui Imprime néces- 
4iûrement,et pour long-temps^ un caractère de gaucherie « de pusîl» 
lanimité » à leurs recherches dans la carrière des applications. Enfin^ 
anticipant , à mon tour , sur le jugement de la postérité^ j'ose prédire 
que cette méthode sera un jour accusée ,.et avec raison , d'avoir retardé 
le progrès des sciences mathématiques. Mais je «dois reprendre la 
fil de xtit^ réflexions. 

J'ai déjà insinué la distinction que J'établis , d'après Euler ^ entre 
la méthode ^exposition et la méthode ^'ttpplication du calcul 
dlfFérenliel. Celle-ci , quand il est question de Vespace et du temps ^ 
objets des principales applications » çsl.oécessairement la méthode 
des suites en général. Sous le rapport particulier • de la ^prati^e^^ 



^ 
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rien , \ tnon avis, ne surpasse , en élégance, j'allais presqne dire en 
majesté , la marche tracée dans les deux dernières parties de Te^b- 
cellente Théorie des fonctions analitiques. Quant à la première 
méthode > celte d'exposition , j'ai toujours trouvé quelques Incon-7 
vénlens à la déduire de la considération des fonctions dérivées ^ om 
en général des limites. Un des plus graves , selon moi , est de ne 
conduire aux séries fondamentales qu'après leur avoir gratuitement as- 
signé leur forme. Cet Inconvénient , bien senti par Tauteur des Fonctions 
déris^ées , n'a pas été heureusement écarté par la démonstration pro- 
posée ( Théorie des Jonctions , page 7 de la 1.'® édit. et page 8 
de la 2.^^ )• Je m'en suis expli'qué franchement , à la tète de mom 
second mémoire ; et j^at cité les opinions Conformes d'Arbogast 
( lettre manuscrite ) et de Burja ( Mémoires de Berlin , 1801 ); mais 
personne moins que moi n'aurait songé à oser fonder là-dessus le Scan-- 
dale d'une RÉFUTATION de la théorie des fonctions analitû^ues^J'A 
done dû porter mè^ vues d'un autre côté ; et volel la marche que j'ai suivie» 
Les premiers développemens en séries que l'on rencontre ^ sont 
les résultats de transformations successives appliquées à une équatiofei 
identique» Ecrivons p par exemple , 



t 



i-f-a i'^ 



Exécutons indéfiniment sur Te second membre Topératroa de IW l&* 
:fisoxi^ et nous aurons la série- ' 

r 

Xlcrivond encore l'équation identique 



»#••>) 



Faisons successivement ârsso , xsrr^ ;r=:i^, «•«.•; et nous auron^^ 
Id mile des transfoEmëes- 
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1 1 . » 



{— i a a{a^^) ' 






h^ 



I 1 2-f-^ 
— — — L__L- 



Prenons la somme àe^ produits respectifs de ces équations par i , 

par — • .par — ~- , par — : —- , par ••,..»• : et nous aurons , en 

réduisant , la série 

== — r . , v *^"' — T": — TT "!••••+ 






« &»-H) C«+<0«- • (û-b^) Ca-H) («-^) 



* C'est avec cette formule (|ue !NlGole enseigne & .somiper une in-* 
£oitë de suites {^Mémoires de F académie des sciences de P,aris. 1727)^ 
Ces séries ont la propriété d'être arrêtées à quel. terme on veutj» 
ftt d'avoir un terme com^plémen taire , nécessaire pour consBiveir 
Tidentité, Dans la première ^ ce complément est le reste de, la Ain 
vision ai laquelle on s'en tient ^ divisé par i-f-^ ; et dans, Ta seconde ^ 
il se trouve à la fin* Je savais que la série de Taylor a , daïi» 
le fait , un semblable complément qui doit aussi appartenir a torute» 
celles qui en dérivent « et par conséquent ii toutes les séries connues; 
d*oJ^ il m'a été permis de conjecturer que toutes les séries doivent 
être le résultat d'une suite de transformations d'équ^^tions identiques ; 
que toutçs doivent joair de Tavantagq ^'étre. arréi^ées ojik l'en veut, 
tft de «onserver l'identité par le moyen d'un terme copnpl^i^Q^nUire.. 



Cette conjecture s*est heureusement changëe en certitude , et îl en est 
résulté une notion nouvelle , et bien importante , sur la nature 
des séries. On a vu au commencement de ce mémoire , com- 
ment , en partant d'équations identiqùe^^ je' suis arrivé aux déve- 
loppemens fondamentaux. « Le procédé qùe'âuit Tauteur ( est-il 
9» dit dans le rapport de INjM. les Commissaires ) a deux avantages 
» qu'il faut remarquer; le premrër, c'est qu'il nVxige pas que l'on 
» connaisse à Tavance la forme des séries qù*on cherche ; le second, 
» c'est qu'il permet d'àrrêfer ces sériés à qiiélque terme que ce soit ». 
La forme du complément se reconnaît ^sur-le-champ. Pour la série 
de Taylor , en particulier, cette forme est celle qu^ Ampère a 
Remarqué le premier , dans un très-beau mémoire d'analise ( xliu* cahier 
du Journal de r école polytechnique ). 

Ici encore , je me trouve en opposition directe avec le Philosophe 
transcendantbl, « Les séries , prises dans toute leur généralité , • . • ont , 
i> '"plar elles-mêmes , dans le nombre in4éfinî de leurs' termes , et 
» sans le secours A' aucune quantité complémentaire , une signification 
» déterminée •... .c!est là. le point philosophique de l'importante 
» question des séries ; et c'est ce point que ; suivant nous y les 
» géomètres n'ont pas encore atteint , dans l'état où se trouve la 
» science: ii' ^ Ç^Réfufation etc. , page 58 ). On'n^ pas encore besoin 
fcette fois d'eVgoViSme, jprour faire ressortir la fausseté de ces asser- 
tiotis. L'équation identiqtie y les transformations successives ; la série 
et son 'c6mt)lément sont Ses 'faits. Les séries divergentes ne peuvent 
être '^mjiloyées qu'avec leur complément; etc*est ainsi qu'on a 
depuis lông-téhips tésolu fort iieùreoscment le paradoxe présétité par 

^a ;44^^V^PP^^^^^; de la fraction, —^. Quand la convergence est re- 

« - 9 

connue, on prononce 4a diminution su'ecessîve et^indëfii^ie du corn— 

■ ■ « • ■ 

plément , d'après la comparaison des dévelbppemeûs coi^sécutifs et 

• • • 

la raison d'idéàtlté ; alors seule m eM les séries Servent? utilement aux 
besoins de la ^ pratique , sans avoir' égard à de c6m|)iémertt. 

On ''aura rem^^qqé , iàns kîouté-, que notre procédé' d'^xposilioA' 



('6^ > 

o/Fre un autre araiktaçe- considérable :. c'e^l de. f^^fvff am.^^all^ 
tttës par rapport aujcquelles ^os Sfjie& sçnt Qrdqunées tpute la géo^éraUtéS 
4ont elles spnl susceptibles^, c'est-ii-^.ir^ , de, ne ppîot exiger dei 
considérations particulières y sous le. rapport du posilif, du négatif ^< 
de.rc9.tier ou ^n fractipi^fiaîre.. .1» . 

.Un. second inconvénient :de:iv'appjicatipn de^ limites à l'ex^ositmiif 
du calcul dlfFérentiet , inconvénient quridle pattage Hyèc la méthode 

infinitésimale , est de laisser sous le voile du mystère ces belles 
analogies des fonctions diiférentielleâ 'entré elles et avec les facteurs. 
Oa^ TU comment je suis parvenu à déchirer ce voile. A cet égard , 
MM. les Commissaires ont encore eu la bonté de dire: « <Kh niontraot^ 
>y que c'^st à leur nature disiributive ^ en giénéral , t\ , commutations 
Tf\., entre eUe^ et avec le facteur constant ^ cjue les "états varias ^.Im^* 
)» différences et les différentielles doivent leurs propriétés et les ana« 
» logies de leurs développemens avec ceux des puissances , ( Fauteur ^ 
>• en donne la véritable origine , et éloigne cette idée de séparation 
3» des: échelles qu'Arhi>gast avait ;iina|ginée , t d'après Lorgna*^^ pour 
» expliquer Jes n»érD^i»*€ircon%(ance$ >' er(. qui a paru un peu hasardée^. » . 
En eifet, et il ne faut qu'une légère attention pour l'apercevoir ^^ 
nous ne perdons jamais de vue, dans nos formules, le' sujet des 
fonctions ; et il n'y a ni séparation d'échelles ni opérations qui se 
terminent exclusivemeMt-À-éeT;écfaei)e9; La notSffon proposée ( n«* 2) 
n'est point d'un usage indispensable ; elle esl seulement très-utile , 
en tant qu'elle épargne la peine de représenter, à chaque^ instant, 
des fonctions polynômes? par de nouvelles lettres* La belle méthode 
d'intégrer les équationsi -«ux c^eiEciens ci»nstans , -publiée idans les 
Annales de mathématiques ( Jome*573îwig^,.2-44-^ âûîv.^)., Tet qui 
•joA^te ' tant é'4nterèt-|am ior mules de l'analogie, ne réclame pa» 
davantage la séparation des échelles , comme il serait aisé de le 
faire voir. Je. nç f^tj^ ,i»,eif,,.dir^ <îcl ^d'^5l^a»tre geprej d'applica^tî^n 
que ces formules fournissent à l'auteur eu mémoire cité ( ibid. n.^' g 
et 10); cela m'engagerait trop . loin. J« ferai seulement observer 
^ue I si l'on c^aîôl ^**Brônctt^r *daiis unie route scabreuse el pev 
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fréquentée , 11 faut ne prendre , pour formules de départ , que celles 
à la formation desquelles on a assisté , et qui , identiques d'abord'^ 
n'ont été transformées que d'après la double propriété des nombres 
d'être distributifs et commutalifs entre eux. Ainsi , par exemple , 
je conclurais au moins à une révision* de la formule de départ , si , 
parmi les résultats qu'elle m'aurait, dofmiés , je trouvais une sérif 
eomme ceile-cl ( iiid. pag. a52, formule 23 ) 



11 ' ^ i_ * * 



•-^•..# 



Kn effet) i cause de 
*> IX 3* «» 5» 



•* - M«M 



dile se change en 



T "O"! +T '^ 7 +--V"^l^!5^"îïï=5:'^^^ } ' 



d^où , à cause de 



■1. - ' • • • ( 

on conclut 



1 3 5 ' 



•*• 






Ici je fais Tcssaî de x::z^à . ti j'ai, eA divisant' par 2, 

• , • • • . 

.-ï. -3. ^... .7,.. . -"-. 1^ 



• 
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ràsulut qui n^esl pas vrai. 
Je fab encore Tessai de ar=i ^ et j*at 



o a 4 ^ 3 4^ ^ 



résultat encore plus .dtrange que le premier. (*) 

On me permettra , je pense y de tirer encore de ma thëorle des 
fonctions distributit^s et commutatwes , une conséquence d'une autre 
nature : c'est que la notation Lelbnitzlenne , pour le calcul dliTé- 
rentlel , doit éti^ conservée. Laissons aux Anglais leurs lettres ponctuées ; 
conservons aux accens Tutiie emploi de multiplier nos alphabets ; 
et, en nous rapprochant de la notation qui, de Taveu de tous les 
anallstes , est la plus parfaite , celle des puissances , des- 
tinons exclusivement les exposans numériques à représenter les 
différens ordres de fonctions répétées. Quand à ma notation des 
dlf£érentlelles partielles , on en pensera ce qu on voudra ; elle n'a 
d'autre avantage que d'être en harmonie avec celle que j'ai cru 
devoir adopter pour \à^ fonctions partielles en général , laquelle ne 
peut guère être plus simple ni plus significative. Au reste ^ il esif 
remarquable qu'Euler en ait proposé une toute semblable y dans un 
mémoire qui fait partie des îio^a Acta de Pétersbourg (1786 1 pag. 17). 

J'aurais pu me dispenser de donner ( n.^ 19 ) une idée de l'ex- 
tension dont les séries fondamentales ( n.* i5) sont susceptibles, 
si j'avais cru devoir me borner à établir ce qui est précisément nér 



«i 



(*} C'est la formule (21) du mémoire cîté , empruntée d'EuIer > et de laquelle Tauteor 
a déduit la sienne (aS) , qui contient le germe de l'erreur que je relève ici. Cette 
formule d'Euler , vraie 'pdur quelques cas particuliers 1 n*en est pas moins » en 
général 1 d'uae fausseté manifeste ^ puisqu'en j supposant «=9i« ^ n étant un nombrt 

entier positif ou négatif, tUe donne -7 «^=a 
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cessaire pour diffërencîer les foncilans ; mais , ^ mon avis , le cricnl 
difFérentlel pur s*ëtend plus loin qu'on ne le pense communément ; 
et, en particulier, le développement des fonctions en séries appartient 
plutôt à la substance de ce calcul qu'à ses applications* D*ailleurs , 
j'ai voulu montrer comment des séries* fondamentales on peut s'élever 
\ ce qu'il y a de plus général ,« d'une manière fort naturelle. Ici 
encore je suis en opposition avec le Philosophe ^ au moins pour 
la itiéthode. On sait avec quel fracas ^ a communiqué au premier 
corps savant de l'Europe y et ensuite au public ^ certaine formule 
générale , d'où il tire toutes celles que Von connaît pour le diye-^ 
loppement des fonctions ; c'est-k-dirc , qu'il descend « pendant que 
je m'efforce de monter. 

La formule générale du Criiiciste présente Fjt développée suivant, 
les produits des ^tats variés successifs de fjr, savoir 



^ i px.ç(s+i) , fx.ç{x+0.f(jf+2i) , 



( étant la différence constante de la variable jr. Les coeificiens âei 
différens termes sont des fonctions très-compliquées des différences 
des mêmes fonctions , dans lesquelles il faut , après tout dévelop<- 
pement , mettre une des valeurs de jr , donnée par la résolution 
de l'équation ^j;=o. On aura sans doute déjà aperçu que cette 
formule n'est elle-même qu'un cas particulier de notre formule 
( 23 I D.^ 1 3 )• Effectivement , il suffit de faire 



ftrsto? , f^=*(ir+{) , ^/j::=f(^+a{) 



I •••••r 



et partant 



«=# y ^=«+{ I y=«+^l >••'♦> 



pour aroîr , par nos équations (^3) » (27) , et la série et Ie$ ooe£^ 
tLZv&ûs à^ Philosophe. 
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Pour passer de ïk à la série ordonnée suivant les puissances de 
4jp , U suppose ( Infiniment petit et , sons ce prétexte y U change 
tout bonnement les A en d* Cola pourra paraître fort bien aux 
yeux attaqués du strabisme Infinitésimal ; mais ce n'est plus de 
cela qu'il s^aglt; c'est aux détails de transition- , poussés jusqu'à l'une 
ou l'autre des formes reconnues dans le précédent mémoire ( n."* 19) , 
que je l'attendais; ' Or , à cet égard , Il est d'une discrétion mer- 
veilleuse. Voyez , en e/Fet , les tableaux d'expressions équivalentes 
( Rifuiaiion , etc. , pages 189 i g , 33 ) liées par ces phrases laco- 
niques : i< on verra de 'plus qûe'cés'expréssldns, simplifiées davantage , 

i> peuvent être mises 'sous la forme on peut facilement trans- 

« former ces expressions en celles-ci • • . • . d ; et , si vous ne voulez 
pas Ton croire sur parole , ayez le courage d'entreprendre ces 
transformations •/.;.;!' Ajoutez ' à cela que ses tableaux d'expressions 
analitiques ne présentent pas toujours une loi ^énérale.blen, prononcée : 
fel est, en particulier, celui dés expressions. marquées par la lettre 
N (page ijg). Je l'ai Insinué («.• i3 ) , et je • l'affirme iclposî- 
tivctnent ;' ces dijfficultés de détail sont un' vice capital dans la 
méthode descendante , ( que j'appellerais synthétique , si je ne 
dise^xtéis -wec vn Crùicisf'e ) ; et leur absence de la méthode useendanu^ 
assure à cellc'^i tout l'avantage sur sa rivale. .(*) 



- ' ' • «^ • ■ 



(*} JTaî dît ( n.« i5 ) qu'on pouvait ^ par o« aûqipte dumgtfnienl dans la ma». 
nière d'ordonner p passer du développement suivant Içs produits l J > ( t .j 

[— ^ — 1, [ j( ^ J^ ^ — )i« v'> *** développement suivant 

les puissances ( — £- J , f - — u J , I -12 j , On verra peut-être avec quel- 
que intérêt comment je puis justifier cette assertion. 

Je prends, con^ne plus iimple ,• le développement 'de Pc J>t-R«). Il ne faut 
qu'une légère attention ^ après les premiers essais «Te développement , pour re-* 
connaître qu'on a 
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On me permettra , avant de terminer y de présenter îcf , sur 
Tapplication de la philosophie transcendentale , et en gënëral des 






HP 
1 



-fr" 



(0 






+ 



équation dans laquelle les coefficîéna ^ , B». • •• de la sine qui multiplie ' , 

I • A • •••' • VIS 

série que , pour abréger , j^ désignerai i l'ayenir par D , sont , d'après la théorir 
générale des équations y et en représentant respectivement par S, ^ S^ , S^ 9 ••• S p 
des sommes de produfts lài, aia|c3à S^.^, ^ i /m ^ 



"A=sS^O,2y,^./n) rJB=;Sy(i,d|..yn-f ï) , C=:S^(r>a»...9Hr2) >n., 2tfc=S^(ria>— mfj»-!)- 
^ est le rang de la lettre ISti A étant supposée la première» Je désignerai par P Ta 

série qui multiplie r— ; ^s eoeflBciens seront — r— • ». t — l ^^ — z-sr !•••••>. 

^ *^ r.a..jn-f-r ' ** m+a ^ C'w+^)C'w+3) 

A'fB^ y»... étant ce que deviennent ^^ B,..»^.* respectivement p quand on j[ 
change m en M<4*i- Or > il est visible qu^bn a les- relations 

f où Ton conclufr sur-le-ckamp 

2tf'=5M+L(m-f/«)+K(m+^— i)(iii+^)-fi..M ^ 

3e iais y pour . abréger ^ 

ajstènues 



ayst^es mi^tapbysiques aux mathématiques > quelques réflexions qui 
ne pourraient que difHcîlement trouver place ailleurs y et que I^ 
sujet qui m'occupe semble amener d'une manière asse2 naturelle. 



A ^ ^ B ^ , Af Bf 



©e qui donne . . . . f ^ . . ^ 

' . ■ ( • • 

A" Fx— A A»»+ • Fx+B A«+ «Fo: — .....ran , (3) 



• #••• 



*.l » 



A'«+ïFjct-A'A«+ * Fa;+B/A«+ 1 Fa:— m...=5P ; (4) 

• • . ' , ' . . 

et la relation générale C^} devient 

Jtf/= Z^, |i^-j-L+K4- +B+A+IÎ . (5) 

7e fais Ici m:=o ; alors (i} A , B » C ,.. • , sont nuls et fax 

r * 1 f* 

ce qu*on sait déjà (i). Je fais ensuite in=i^ dans (5) ; et , d'après les Tibu]9 
de AyB9.C»...«.. relatives k m=o ^ j'ai * i ^ ': 

•r^ on a Tëquation identique 

J+fé ^ ^— X • 

I 

4 * 

•m liem , . - 

W -. - ♦ ^ T 

S 
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Javaîs bien prévu , en Usant KanT , que. Içs géomètres seraient-; 
tôt ou tard, l'objet des tracasseries de s^ secte. On trouye, dans 



( I I I > < ) 



d'oi Ton tire 

c'côt-à-dire (6) qu'on a , lorsque m=i , 

En gënéral , »î , pour le cas de m , on a la relation (7) , Je dis que , pour 1% 
cas de m+i , on au^a 

M''/=M/-f f L^+ 7 K^+...+-^ B'+ 1 A/H-4- • (8) 

En effet $ d'apr&s Tb/pothèse (7} et la rebtion générale (5) , * on aor» 



X/=L+7K4-7l + ....= —^ (L+K+I+ ), 



t I 






7e Ure de U ces deux rësuttata 



/ 
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les prolëgom^ne$ de H, Crîii^ue Je la raison pure ^ ce pa^si^ 
ti*è$-sigmficatif i ( Je cite d'après la traduclion latine de Born ) 
Cum enim^ nx unquam de mathesi suâ philosophaii sint {^ qrduura 
sanè negûtium^.... tritœ regulœ atijue empiricè usurpatœ^...^ ih 
sunt instar axiomatum; mais j*étaIs*loIn d'Imaginer jusqu'à quel 



%.^ M'+L'+K'+ ... =M+L4-K+ ... + f (L+K+I+^.)+ 7 (K4.I+H+...)H — 4 
donc ^ on aura , par la dubatitutîon du 1.^' dan» le i.™« , 

M'+i/+K'+....=.2:±;±2 îï+(::±!L' .k+5±ï=2 5.'+.-.. -, 

par conséquent 

(/n+iXMAfL'+K^..>W2+/.)^M'+^+|+...)-(M'+]7+E'+..>, 



ce qui donne 
m+2 



?n-+-a+^ 



( M^+L/+K^+.... \ =M/+ f L/+ i K/+ 



éqaatîon dont le yrsemièr latmBre etC ^ d'après C^} » TexprefisSon de M'^. JDoaè 
la relalio>n (8) est viiaîe quand la : relation. (7) a Heu; mais ^ pour 7»rro «^ Tifsaor^ 
cette dernière est démontrée ; donc elle est généralement Traie* .£n FappUquanl 
i Nquation (4)^ on aura 

-^1 A«+*Fir+.*. i 
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point ils seraient maltraitas. Voyez , dans cette fastueuse conclusion 
de la Philosophie des mathématiques ( pages 256 et suivantes ) , 
avec quel superbe dëdaîn on y rëpond à celle question : Quel était 
Tétat des mathématiques , et sur-iout de Valgorithmie , a^ant cette 
philosophie des mathématiques ? Vingt fois on y répète : « On ne 

» le savait pas on ne s*en doutait même pas on n*en avait 

» pas ridée » 

Mais sommes-nous bien aussi pauvres qu'on le dit ? et la P/«- 
losophie critique ne se pavanerait-elle point un peu aux dépens 
de notre plumage ? 

« Les théories des logarithmes et des sinus , purement algébriques , 
» n'étaient point connues.. •• » Quelqu'un a déjà réclamé contre 
celle allégation , en citant entr'autres l'ouvrage de Suremain-de- 
Missery ( Théorie purement algébrique des quantités imaginaires \ 
Paris 1801 )• 

« La loi fondamentale dé la théorie des différences n'était pas 



La première ligne horizontale est la même chose (3) cpie AH ; la a**"^ la mémo 
chose que — ^"^^^ \ l^ ^™^ l^ même chose que -^jA^lli....; doi\c 



P=An— 7A«n+| A3n— i A4n+ 



■■ 1 

I • 

Oest la relation qui règne entre deux sërîes consécutives , coefTiciens de H y dant 
le développement de F(x-4-r«) , suivant les puissances de 19 f relation que nous 
avons établie d*une autre manière ( n.^ i5 ) $ et de laquelle il suit que^ si Ton 
lait I conuae en l'endroit cité » 

AF*— \ A«F«+ 7 A3F:t— =4F:r , 

on aura 

n=d"'Fx , P=d'n+iF« . * 

Ori passe absolument de la même manière du développement de (i-f-^)" » donné 
par la formule du binôme. j au développement suivant les puissances de n ; d'où 
Ton voit que c'est pure paresse aux analistes d'introduire l'infini pour eSecluet 
•e passage. 



. \ 
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€onmiB •••••» On qualifie ainsi l'expression de la différence ^A^ dtt 
du produit Fdf,y}r , par les difTérences de Fx et àe Jx y formule que 
Taylor a publiée depuis long-temps , dans les Traniaciions^ philô^ 
sophi(]ues ( tome 3o , page 676 , etc. ). II est bien vrai qu'bn ne 
Tavait pas « reconnue pour la loi^ fondamentale de toute la théorie 
» des difTérences et des difFérentiellcs » , parce qu'il n'e«t'pâs vrai 
qu'elle jouisse de cette propriété. Les lois yraiment fondamentales 
de ces deux théories sont dans les définitions de la drlTérefice et dé 
la di/Férentielle. On déduit de ces définitions quelques faits généraux, 
fort utiles pour la pratique : la prétendue loi est du nombre. Au 
suipliis , le Philosophe a bien senti. Pinsuifisance de sa loi, quand 
îl est question! de différencier les fonctions de plusieurs varia-*- 
blés ; car elle ne ya pas jusqu'à • dpnncr la forme des dévelop- 
pomcns en différences et différentielles partielles» Mais iadnfVvres le 
êublerfuge qu'il emploie pour ^uver' l'universalité de cette loi ; il 
affirme que \^ forme dont il s'agît '« n'a besoin- d'aucun 'arîifica 
» pour être déduire ou démontrée.. «•• )i:;i mais , ^si cela -eit, vous 
n'en êtes que plus coupable d'avoir présenté cette y^rivz^ . dans une 
formtile fausse ( Philosophie ^ etc., formule (M), jp^^i i'*fi )• Oa 
peut la comparer avec la vraie formule que. j'ai^ donnée dans Id 
précèdent mémoire (7 5), et çai comprend j comme cas trhs^i^particuHer ^ 
la loi phildsophique. • • • :î ;» î , ^ "i. .:•; l tî». 't\ ...:■:.: 

« La théorie des grades et gradules if était point connue ;••..« 
c'est-à-dire , qu'on n'avait pas pense à créeV de nouvelles notation» 
' |>oar représenter des «xpressiohs aussi, simples^'q^ie ^' ; < : . > 
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Voilà , tout au pïus^ ce que je puis accorder. Les nouveaux calculs 
du philosophe sont trop' voisins- idê celui *diE% différonees et de celui 
des différentielles pouf consti^toer une brnnrhe particulière de l'anal' 
lise ^ et certes, ce ne serait pas la peiné c(e ifiatréidu <caiottl idiii^ 
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fiehtfel .lutHOfiéWe utf atgorifhme sépatë de (fel'ui des >diiFërence s , -s 
la dlfF^rentlelle s^exprimâlt en, fonction des difFërences aussi sim- 
plement qUe le gradule s'exprime en fôncilon des dliTëreniîelIes* 
C'est une c'onsidéraiiop de .'philosophie toute commune qui a suggéra 
•ûx aïiallstes ^ à JBulct en pattlc(jlier , la triple génëralion du nombre 
suivant les foi^tf^s N=:^P+Q , 2V=P • Q , iVr^P « • D'après la 
m&me considération , H n'est échappé à aucun d*eux qu^on peut 
faire varier x y dans x=vp^ , de frpis manières ; c*est-à-dire , en 
supposant que 4? devienne or+'l , ^ .| , s^ ; et qu'en conséquence 
de ckacunei de ces hypothèses*» la fo^ictiori z peot aussi varier de 
trois manl^rcis , ^t ' devenir ^-4^{ > ^•ir ^ » de sorte que, pour dé- 
terminer ce que dcfvient z^ c{uand Taccroissement ( est répété un 
certain nombre de fois , il y a , en général « neuf problèmes à 
résoudre. Le calcul d^s différéhc^ et ôeluî des dlfféf^njLielles sont 
tfés dé la cons&dératdon dl^'lpr-^mi^. de ces fproblémtiS^» c'est-À-dire ^ 
de ta -.correspôbdmcô'ëtabUe. entre le^. i\At$> variés a:^i et x+|i 
eft> st les autres prbUèmes .étaient -aussi féconds^' il testerait encore 
bien des nonyeàux. algdrithitaes à créer -, dé sorte -iqtie Ténumération y 
ptésetitée par |a |ihUosophte tranicendâniale.^ diKS branches de ce 
qb'elièi ap|>cile. Théorie^^e ' In.- céinsiiÈttÈioh\algoriihmiique ^serait loia 
0'ét^e /complétée Maia les > ^hajâstjss o'ônA ipas ignore que les autres 
problèmes se ramenaient tràs-bien au premier» Cependant le Calcul 
des .gradules> semble 'sq recofhibander sur-le-champ «.'par une appll- 
cation importante: ; celle que 'le philosophe en fait à )a recherche 
de la forme des ;raplncs> df iuiê ^équation détecnûoée., exprimées en 
fonction de ses coefficiens • . ». Voilà du moins ce qu'on voudrait nous 
faire conclure d'une 'disc'uJsîbn quî^odbo|re- ^atorze mortelles pages 
în-4.^ { Philosophie y etc. y^p^^* ^i — gS^) hérissées des signes algo-» 
rithmiques les plus sauvages. Mais quand , peu eiTrayé de tout cet 
appdreil:«^;on se» dorftie la peine de élsouter les. raisonnemens » dé 
sîmpliâsr} les calculs y et de tradéîre lés.'feravules en langue ana^ 
Ii:iique'Tulgaire>';on; ne peut' se défendre de refuser net son assea^r^ 
litejQiit iaukcasfibrAk>D& «k l'aiileusl c. j \. , . . 
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Âpres awi^ posé l'é^UQtf loenitquef 



. y 



(0, 



N 



on nous dît que c'est par le calcul dîiTérentlel qu'on doit chercheKl 
à exprimer A^ B^ >•••• «n fonction de a' ^ a'^ ,....y et que réci- 
proquement c^est par le calcul des gradules qu'on doit arriver auX^ 
expressions de a^ ^ j^^,..,. en fonction de .^3^ i?^,..^ . « En effet 
» le produit (yH-jr)(iï^^-|-jr) .... ne saurait être décomposé eA parties* 
» de la sonunation que par le calcul différentiel ; et la somme 
» A'\'Bx'\' ...,• ne peut être composé^ en faveurs que par le calcul 
» des gradules » ( ibid. pag; ''S? )• La première "proposition est 
fausse; on a su exprimer les coefBciens en fonction des racines ^ 
lang-.leaaps âaraat 1». déo5u^r«rte du calcul ' diâËrtqtieU La./;^.^ pirok' 
position i qui a'esi pQÎSit^itn^ loons^qiieocd A^\^ premiàfe,» .*à iptioilui:; 
qu'on ne yeuille introduire dans k^analiseui^ yaguid* àp. ravslûui|nlûn6. 
que repousse l'exactitude de la science , n'est point prouvée. Je vais 
même 4^couvrir, très-facilemmii^ par l'analise commune , le résultat 
auquel paWient le phUosopné, arm^ '3a,ie«-'''{prad«k)r;- . ^ - .^ 
Voici des hypothèses évidemment permises 
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Quand ks facteucs e^^^x , a'^^x ,••••;, La. fonction' 
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dans ce résultat , formons la seconde hjrpoth^a i nous aurons 



• V 



Sî Ton avait admis quatre facteurs , on ferait dans ce résultat la 
3.® hypothès^. En général , quand ^ y a m facteuirs on fait m — i 
hypothèses successives'. Actuellement soient faits dans (2) i^=a |* 

//^:=:^, pff^zc . et il viendra 

..'^•1. ..*••« i_. • 
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Si Foa fait a , i ^ c IhfinlAieiU petits > n ^ »^ éero^t :attsâi infiniment 
petits-; et , parce qu'en ^général 'O^ccirimJïZJd'y ^uand x est infinU 
ment petit, FéquatloQ (3) deviendra 
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expression qui ^ lorsqu'on suppose « la quantité arbitraire x égale 
» à zéro 9 pour" plqs de simplicité » ( z^/V. pog. 90 ) prend la forme 

/• -'■'=1 ■+^.-:i3-:r'''^ -•■■.■' .(^ 






^ Voilir, ^bien séri^useifièlïr , le résultat unique du r6l0 que Ton 
coi^c au' cafcûl dés gradulu^ pour lui ^3surer une entrée brillante 
dans le monde. Etait-ce bien la peine de le mettre en sdène ? J'ose 

le demander. , J 

J'at fait remarquer qu'on dispose , dans (4) > de Tarbitraire x ^ 
eft'tui donnant k' vaiteik: zéro ; tqaîs^ cdite; hy pothè^; «èdult ^% A \i 
par conséquent , dans le second membre de (5) ^ il niemife pins que 
le GoejSicient Ayjtyl^i racine a{^^ n'est pj^ua^exprifiier que par un 

seul 
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seul des coefficîens de Tëqualion. D'ailleurs cette hypothèse con- 
trarie évidemment celle qu'on est oblige de faire plus bas ( pag. gS )^ 
d'après laquelle les différenhelles successives de x , savoir d:r , à^x , . . ., 
doivent satisfaire à certaines conditions qui, soit dit en passant, 
auraient grand besoin elles-mêmes d'être conciliées entre elles. Quoi 
qu'il en soit, daio non coneesso , que le second membre de (5) soît 
une fonction des cociEciens A, i?,.,..; quelle est la conséquence 
qu'on prétend en tirer ? c'est que « la quantité a*^^ est une quan- 
» tité irrationnelle ou radicale de l'ordre 3 — i « ( page 90) ou de 
la forme 

4|///= f j jy ^H+n^+n^^ I , (G) 

ni /i^, n^^ étant des fonctions des coefiiciens \/^ , i?, ..,. 

Ici le philosophe a beau s'envelopper du mystère franscendanfai ; 
on n'en aperçoit pas moins que ^on raisonnement se réduit à cecîr 
L'expression du second membre de (€) peut être ramenée à la forme 
du second membre de (5) ; donc cette expression représente la forme 
de a^^^. Je nie la conséquence. Four que deux choses puissent être 
prononcées égales entre elles , lorsqu'elles sont égales à une troi- 
sième , il faut que celle-ci soit déterminée : or^ l'expression du second 
membre de (5) est complètement indéterminée , puisqu'elle revient 

.00 9 

k la forme N ^ on N*. Je le demande ; que dirait-on de la lo- 
gique de Tanâliste qui , ayant trouvé , au bout de se» calculs , le^ 
deux expressions ^=sj, ^^ Ô > ^^ conclurait ^=:^ ? 

« La loi fondamentale de la théorie des nombre; était inconnue.. .-• 9 
On nous donne pour telle un théorème algébrique ( îbîd. éq.uat. (D) « 
pag. 67 ) qui n'est pas plutôt la loi fondamentale de cette théorie 
que le théorème connu 

42ozxt le premier est une conséquence peu éloignée. Les nombreii 

JiQf 



entiers sont des termes de la suile indéfinie de nombre* , qui a zéro 
pour origine et i pour difîirence entre deux termes consécutif» 
quelconques ; c'est là leur définition , et conséquemment la Traie 
loi fondamentale de leur théorie. Le Philosophe s'empresse de conclure 
de son théorème V impossibilité de soumettre les nombres premiers 
à une loi ( ibid. page 68 ) ; mais je serai bien curieux de voir comment 
il concilierait cette conséquence avec la remarque singulière que 
Lambert a consignée dans son Essai d! architectonique ( Riga, 1771 , 
page 507 ) et dont voici la substance : dans le a."» membre da 
l'équation 

1— a; I— «* 1—*'" 

chaque coefficient est égal au nombre des diviseurs de l'exposant; 
de manière que tous les termes et les seuls termes affectés du coeffi- 
cient 3 ont un exposant premier. ,..»»,» 
« La résolution théorique des équations d'équivalence était tout- 
. à-fait problémalique....- Maigre les promesses de la philosophie, 
elle en est encore au même point. Le. formes assignées aux racines 
(ibid. pag. 94 ) ne sont ni, plus ni moins problématiques qu el ea 
l'étaient; et /. résolution générale des équations ( littérales ) detousUs 
degrés , àonr^éé par le philosophe ( Paris ,, 8 1 > est. certes bien lo.n 
d'avoir levé tous les doutes. Voyez , entr'autres , ceux de mon.est.mabK. 
ami , le professeur Gergonne , dans ce recueU , tom. Hl. pag. 5* » 

* I'lV résolution des équations différentielles ëtait encore plus im- 
, parfaite....» La philosophie l'a donc bien, agacée ! Je n'e*snu 
point persuadé. J'aurais désiré d'ailleurs- qu'^n fit au moins una 
Lère mention des méthodes générales poo^posées: p*r> ^oniame. . 
Condorcet . .Pezzi , etc. ; quand ce n'eût été que pour les combattre. 
« La loi de la f./rme générale des séries ( le développement de F^ , 
, suivant les puissances de ^* ) , et encore moins la loi de la forme 
« la plus générale de ces fonctions techniques ( le déveteppement 
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» suivant les produits des ^tats yarlés ) , n'étaient nullement connus...^ » 

La première cependant n'est qu'un cas particulier de la formule 

de- Burman que j'ai donnée (112); elle se trouve dans le Calcul 

fc des dérivations d'Ârbogast ( n.*^ 287 ) ; et l'autre est , comme je 

l'ai dit, un cas particulier de ma formule (28)^ connue au moins* 
pour des cas très-ëtendus ; tel eist celui-ci 

Yx'=:iA'\-Bx^X'^Cx^^x . ^^x-^^Dx^^x . ^*x . ^^xAr ; 

ear c'est \ cela que revient la résolution du problème de l'article 34$ 
du Calcul des dèris^ations. Ajoutons qu'Euler s'est élevé à quelque 
chose de plus général encore ^ lorsque , dans un mémoire fort ori- 
ginal ( Nova Acta Petrop. 1786 ) sur la fameuse série de Lambert ; 
îl part de cette expression 



z''= i^^n'^^^n-\-^^^n+. 



« La loi cfe Taylor ne s'étend qu'aux fonctions données îmme-^ 
» dialement ^ et non à celles données par les équations • r •••• »* 
( Réfutation , etc. , pag. 3o ). Nous avons démontré le contraire 
dans notre précédent mémoire. ( n.^ '9 )- 

tf Déduire le développement de :r ( d'après l'équation donnée 
9 o=^(^ * ^) ) ^ suivant les puissances de ^a ; c'est déjà beaucoiij^ 
» plus que ce qu'on a fait jusqu'à ce jour dans l'algorithmie... .» 
( ibid, pag ^2 ). Cette prétention doit être appréciée après avoir 
lu les articles» depuis 3i8 jusqu'à 326 inclusivement ^ du Calcul 
des dérivations^ . 

Je serai plus bref encore sur Tautre question du Critîcist^ : Quel 
sera Vétat de lalgorithmie , après cette philosophie des maîhéma^ 
tiques? Je vois des promesses; l'avare lui-même n'en est pas chiche; 

el des annonces de résultats c'est autre chose encore : écoutons». 

( Réfutation ^ etc. , pag. 38 )» 
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€ Si la phîlosopliîc avait déjà donne la législation des matliéma- 
» tiques. • • . . I» Cette législation appartient sans doute à la philosophie »• 
en général , mais non à aucun système partilCulier* Les péripatéticiens 
Herlinus , Dasypodius et Gomp.^ ont mis la géométrie en syllogismes. 
Les philosophes de Port-Royal ^ nouveaux Procustes , ont torturé 
celte même géométrie , pour la réduire aux proportions de leur 
étroite logique» Un philosophe allemand, d'abord disciple de Kant, 
puis transfuge dans les rangs opposés , vient de persuader au mathé«- 
maticien Langsdorf qu'il fallait refondre les principes de la science , 
admettre, en géométrie , des poin/s spacieux^ etc., etc. Voilà un 
échantillon des services que les systèmes rendent aux mathématiques. 

« Et qu'elle l'eût gararttie , par l'explication rigoureuse de toutes 
» les diflicultés •••.!> Oui! les difficultés imaginaires du calcul dif- 
férentiel , expliquées par une Ahtinomie critique ! Les paradoxes de 
Kramp résolus par des zéros , ou des infiniment petits , pairs et 
impairs ! etc. ! 

tf £t sur-tout par la découverte des lois fondamentales de cette 

sclenee »• Je le répète , il n'y a d'autres lois fondamentales que 

les définitions, qui ne sont plus à découvrir. 

« Lois qui doivent enfin conduire à la solution des grands pro- 
• blêmes qu'on n'a pu résoudre jusqu'à ce jour »• Fiat! Fiat! 

«Que resterait-il à faire aux géomètres ? Deux choses : l'une ....^ 
» de recevoir, de la philosophie , les principes des mathématiques ...«>• 
Ce serait mon parti , si la philosophie était un corps de doctrine 
révélée. 

« L'autre d'étudier la philosophie transcendantale qui est la base 
n de cette dernière ••..». Mais, si le résultat de cette étude était de 
ne pas croire au transcendantalisme , ofl du moins d'en douter ? 
Car , après tout , c'est une opinion humaine ; bien plus , c'est un 
système enveloppé de ténèbres que peu de personnes peuvent se 
flatter (Je percer. Ch. Villcrs accuse les académiciens de Berlin de 
n'y avoir vu goutte ; d'autres lui adressent la même politesse. Au 
milieu du brouhaha des discussions philosophiques d*outre--KhlB ; oa 



/ 



N 



(79) 

ne distingue bien clairement que ce refrein ..•• « On ne m'entend 
9 pas*,.] ». Et Ton prétendrait établir , sur une base de celle na- 
ture j la plus claire et la plus certaine des sciences !..•• 

Pour moi je déclare , en Enissant , que je m'en tiens provisoire* 
ment à la philosophie de^ mathématiques dont Dalembert qui en 
Talait bien un autre , et conune philosophe et comme mathémati- 
cien , a posé les principes. « Comme la certitude' des • mathémati- 
^ ques , dît-il ,- ( Encyclop. , Art. APPLICATION ) vient de la si«i- 
> plicîté de leur objet ^ la métaphysique n'en saurait être trop 
» simple et trop lumineuse ; elle doit toujours se réduire à des 
» notions claires y précises et sans obscurité. £n clîet , pomment les 
» conséquences pourraient-elles ètr^e certaines .et évidentes , si les 
» principes ne Tétaient pas? Plus cette métaphysique , âj6ute-t-il , 
» ( Uid. Art. ÉlÉMENS ) est simple et facile , et , pour ainsi dire , 
» populaire , et plus elle est précieuse ; on peut même dire que la 
3» facilité et la simplicité en sont la pierre de touche». 

Au surplus , bien convaincu que j'ai raison contre la Philosophie 
critiqua , je ne veux point me donner des torts envers le philo- 
sophe : je me hâte donc de déclarer que je me plairai toujours à 
reconnaître , dans l'auteur de la Philosophie des mathématiques ; 
un géomkre très-habile et très-instruit , dont les travaux pourraient 
devenir extrêmement utiles à la science , s'il parvenait jamais à se 
soustraire à l'influence du •«ysrèmA pKUdvophique'par lequel , Suivant 
moi , il s'est très*peu philosophiquement laissé subjuguer» 

La Fère , le lo d'août i8i4* 
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ERRATA. 

Jl AGE 9 , après 1a ligne 7 ^ ajoutez : en posant ^xi^ » ^y:=a » 

Page 10 I ligne i3 -r la fonction composée ; lisez : la fonction compose'ey^ • . .f , 

Page 23 , équation (60) , dernier terme de la première ligne»— + ■ \ laj )*; 

x^ 
lisez \-\ ih/yz. 

c c 

Page 39 , équatiom (lo^) , première ligne— -4-—— («— tf)dy ; lisez: + — 

ligpe 2 y ~ — A(x— ^d(a:— 0'^ ; ^îsez : — A(a:— 0>.d(x— 0"^ 
ligiie 3 *, premier et second termes du second membre «— (x^^ê) ; lisez x 
(x—ê)K 
* Page 4^ y ëqaation (iii) , avant la première accolade du dernier terme ; écrivez : d'» 
'Page 53 j ligne 9 , — - Archimedê \ lisez : Archimedes. 

ligjDe 28 , — 'Karoten , Kœstner ; lisez : Rarsten^ Kaestner» 
Page 54 9 ligne 27 — implique ; lisez : impliquent* 

Page 57 , ligne 21 , *^- ne peut avoir de théorie quVn pratique ; c'est un instm* 
ment etc. \ lisez : ne peut avoir de théorie ; qu'en pratique , c'e&t un instm* 
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' Page ^ ,. à la «otc /oquatlo» <« > » ^ dénominateur du dernier terme — C^— I) i 
lisez : (m-4-i)é 

page 72 , ligne 11 ^— r+Ç , z,i , zl ; lisez : **+?> ^'Cj-^^^f 
ligne 16 , — ^+{; /«^^ : j^+C» 
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